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Computacion Cientifica 1
Solucién Certamen N2 1 — Sabado 01 de Abril de 2007

1. Sean a,b,c € R3. El producto cruz en R? se define mediante:

e ey e3
axb= a; a2 ag| = ej (agbg — a3b2) — €2 (a1b3 — a3b1) + es3 (albg - agbl) (1)
by by b3

donde {el, es, eg} es la base canénica de R3. Demuestre o refute:
(axb)T.<(b><c) x (cxa)> — (det [ab]e])?. @)

Desarrollo. De (1) se desprende que:

azbs — agby
axb= a1b3 — CLgbl
arby — agby
€1 €2 €3
(b X C) X (C X CI,) =|bgcg — bscg  —biecs +b3zer bicg — bacy
CoG3 — C3a9 —C1G3 + C3Q] C1Qa9 — C2071
C1
:(aleC;), - albgcz + a2b3c1 - a2b103 + a3b102 - agbgcl) Co
C3

ar b1 ci| |a
=laz b2y c2| |c2]| ,
a3 bz c3||c3

de donde resulta:

T aj bl C1 agbg - a3b2 r C1
(@xb) .((bxc)x(cxa))=laz by ca| |a1bs —asby ey
as bg C3 albg - a2b1 C3

aq b1 C1
= |a2 bg C9 (Cl (CLng — agbz) + 2 (a1b3 — CLgbl) +c3 (a1b2 — a2b1)>
as bg C3

ar b1 ci|llar b1 ¢
=laz by c2|laz b2 c2
a3 by c3|laz b3 c3

=(det [afple])",

lo que demuestra la identidad (2). [
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2. Considere la matriz cuadrada tridiagonal:

1 isin§ 0 0 0 0

—isin § 1 isin 2T . 0 0 0
0 —isin 2¢ 1 e 0 0 0

D, = : : : : : : : , neN, (3)

0 0 0 ... 1 isin =27 0
X 0 0 ... —isin % 1 ¢ sin —(71_411)7r

L O 0 0 e O —Z Sin (’n«741)7r 1 |

donde i? = —1.

(a) Calcule det D4 y det Ds.
(b) Después de (a), Ud. ya deberia saber calcular todos los det Dy,. ;Cudnto vale det Dy, ?

(c¢) Escriba un programa en pseudocddigo para calcular det Dogg7. En el contexto de esta tarea,
discuta brevemente el escandaloso conflicto entre Gauss y Laplace.

(d) “Yapa”: Por un puntaje adicional significativo, calcule explicitamente det Dagg7.

Desarrollo. (a) Observamos que:

1' ﬁ 0 0
| ) 0
det Dy = det 6/5 . 1 i
i 5
0 0 ) 1
i 1 _t 0
1z' V2 0 i ( vz ; 1 1 1 3
=l-v ! il-ulvw ! g =(1-1-3)-3(-3)=-3
Sobre esta base obtenemos ahora:
1 ﬁ 0 0 0 0 0 0
—ﬁ 1 1 0 0 0 0 0
0 — 1 ﬁ 0 0 0 0
0 0 -~ 1:i0 0 0 0
det Dy = det, | VI .
0 0 0 0 1 -7 0 0
0 0 0 0 ﬁ 1 i 0
0 0 0 0 0 1 1 —ﬁ
] 0 0 0 0 0 0 ﬁ 1 |
= det %43 = det Dy det Df = (det Dy)? = (—3)* = (3)°
!

Esto responde (a).

b) De la parte (a) resulta ahora evidente que det Dy, = (2)" para todo n € N. El lector escéptico
1
podra demostrar este resultado mediante induccién.



(c) Hay varios algoritmos posibles para calcular det Dogp7. Quizds el mds simple de todos se base en
la igualdad:

1 50
det Dogor = det Dyy501 det —% 1 2] = (—%)501 (1 —1- %) = % (%)501 ,
0 —i 1

cuya programacion es directa.

Otra solucién posible consiste en hacer el desarrollo de Laplace de det D,, con respecto a la tltima
columna (resp., la ultima fila):

-
1 ising ...

-
1Sin 7 1

det D,, = det D,,_; — isin Z=H7 det : : B : :
" o 1 0 0 ... 1 —isin 2237 0
0 0 —isin & 43)” 1 isin ("_42)”
|0 0 0 0 —isin (n_41)7r ]

=detD,,_1 — isin W <—z' sin @) det D,,_o
= det D,,_; — sin? (@) det D,,_o, 3<neN.
Esta ecuacion de recurrencia, junto con las condiciones iniciales:
D=1, D2:1—sin2%:cos2%:%,

permite calcular det D,, para todo 3 < n € N. Nuevamente, la programacién es directa.

Todavia otra solucién posible consiste en aplicar el método de la eliminacién Gaussiana. Para discutir
con mayor simplicidad los aspectos esenciales de este algoritmo, supondremos que tenemos la matriz
D,, almacenada en un arreglo bidimensional D,[i,j], ¢ =1:n,j=1:n+1, con Dyfi,n+ 1] =0
para todo ¢ = 1,n. Hemos agregado la (n + 1)-ésima columna de ceros solamente para simplificar el
algoritmo (se evita asi un tratamiento diferente para la ltima fila del arreglo D,,[i, j]). Obviamente
esta suposicion representa un enorme desperdicio de memoria pues D,, es una matriz tridiagonal
Hermitiana. No obstante, las diversas optimizaciones posibles serdn méas que evidentes; ellas quedan
de tarea.

Algoritmo 1 Eliminacién Gaussiana
1:=2
Det :=1
while 7 < n do
for j:=i—1toi+1do
Dyli, ) « Dali,f] — Duli — 1,4] % Dylivi — 1)/Dyli — 1,6 — 1]
end for
Det « Det * D,,[i, 1]
end while

Obsérvese que la cldusula de actualizacién de las celdas D,,[i, j] corresponde a la substraccién a la
i-ésima de un maltiplo de la (i — 1)-ésima fila. Tal operacién no altera el valor del determinante. La
matriz resultante de la aplicacién del algoritmo precedente a la matriz inicial D,[i,j], i,7 =1 : n,
es una matriz triangular superior, de modo que el valor final de la variable Det es el valor del
determinante det D,,.



La complejidad de eliminacién Gaussiana aplicada la calculo de un determinante general, con pocos
o ningin coeficiente nulo, es de orden n®. La misma complejidad para la expansién de Laplace
es, como se sabe, de orden n!. La diferencia de complejidad entre ambos métodos es, ciertamente,
escandalosa. Sin embargo, en el cdlculo del determinante det D,,, no hay ningin conflicto pues D,
es una matriz tridiagonal: la complejidad de ambos métodos es del mismo orden aproximadamente.
Queda de tarea calcular exactamente la complejidad de ambos métodos para matrices tridiagonales.

|

3. Con referencia a la matriz D,, de (3):

(a) Determine el spektrum o(Dj}Dy) = {)\1, A2, A3, )\4} de DjDy.

(b) Sea Ay = A\1Iy — D4 * Dy. Calcule Null(A;) y Col(A4;).

(c¢) Ortonormalice los vectores columnas de Aj.

(d) “Yapa”: Por un puntaje adicional significativo, calcule las normas espectral y natural de A;.

Desarrollo. (a) Un célculo directo muestra que la matriz M := D} D, y su polinomio caracteristico
prm(N) = pp;p,(A) vienen dados, respectivamente, por:

1 1
50 5 0
* 0 _% 0 % 1 2\ 2
M = D4D4 = |1 0 1 0 s pM()\) EpDZD4()‘) = 16 (3 —4A ) .
2
v Lo )

Luego, el spektrum de M := D} D, viene dado por o(D;D,) = {—@, @}, donde cada uno de los
valores propios tiene multiplicidad algebraica 2.

(b) Elijjamos A\; = —@. Entonces:
S ) -
. 0 - 0
0o 52 0 -
_ * 2
A1 = )\1[4 — D4D4 1 0 1-v3 0
V2 2 s
1 ~1-3
e A

Evidentemente A; es una matriz real simétrica. Observamos que:
reNul(4,) & A.z=0,
& ALk.x:(k‘—ésimaﬁladeAl).xzo, k=1:4,
& (A{)T. z = ((-ésima columna de A1).2 =0, (=1:4 (A es simétrica),
&  zeCol(Aa)T.

Por consiguiente, bastara hallar una base ortonormal B = {by, by, b3, by} de R* tal que (por ejemplo)
{b1, b2} constituya una base Col(A;). Entonces, automdaticamente {bs, by} serd una base de Null(A;).
Para hallar tal base basta aplicar adecuadamente el método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt,
partiendo de los vectores columnas de Aj:

1 T
b = i _ [_ 343 0 -1 0}
ALl R ’

T
by — A2 — (A2.b1).by o — [ /3-1 0 -1 ol
| A2 — (A2.b1).b1 | ’ 23 77 33’
Facilmente se verifica que A‘Z’ y Ail estan en el espacio generado por b1 y bs. En efecto, se comprueba
que:

AT — (A3.b1) by — (A3.bo) by = AT — (A1.b1) b1 — (AT.b2) by = 0.



Se deduce de aqui, entonces, que Col(A;) efectivamente es generado por los vectores b y by. Evi-
dentemente, Col(A;) también queda generado por las dos primeras columnas de la matriz A;. Ello
responde la primera parte de la pregunta (b).

Para hallar b3 y by podemos partir de dos vectores arbitrarios que no estén en el espacio generado
por by y by, por ejemplo, U = [0, 1, O,O]T y V= [0, 0,1, O]T. Se obtiene:

— (Ub)by — (Ubg)by o 1"
bs = HU (Uby) o1 — (U)o [ VR0, 3} :

— (Vby).by — (Viba).bo — (Vibg).bs i sivs o]
b= HV (Vb1).br — (V) .by — (V.b3).bs]| [mﬁ’o’ L ’0] '

Facilmente se verifica que:
bl by = b by =bF by =01 by =1,
bl by = b by =0T by = b2 b3 = b by = b2 by =0,
i.e., {b1,b2,b3,bs} es una base ortonormal de R* tal que {by,b2} es una base de Col(A1) y, por lo
tanto, {bs,bs} es una base de Null(A;), lo que responde la segunda parte de (b).
(c) En el desarrollo de (b) ya se efectué la ortonormalizacién pedida: ella viene dada por los vectores

b1 y bg.
|

Nota “sine qua non”: Duracion del certamen: 90 minutos. El certamen debe ser resuelto indi-
vidualmente con un boligrafo de tinta indeleble. jBuena suerte!
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