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I. Ficha Técnica de la Asignatura.
1. PROGRAMA.

ASIGNATURA: Computacién Cientifica 1.
SIGLA: 1LI-285.

CREDITOS: 4.

PRERREQUISITO: MAT-024 Matemética IV.
EXAMEN: No tiene.

HoRrAS DE CATEDRA SEMANALES: 4.

HORAS DE AYUDANT{A SEMANALES: 2 (en promedio).

HORAS DE LABORATORIO SEMANALES: 2 (en promedio).
Objetivos: Al aprobar la asignatura el alumno deberia ser capaz de:

(1)

(2)
(3)
(4)

Seleccionar las estructuras de datos, los algoritmos y las plataformas computacionales mas
apropiadas para abordar problemas concretos que pueden reducirse al modelado compu-
tacional lineal.

Resolver los problemas mencionados, teniendo en cuenta la complejidad y el costo de los
algoritmos involucrados.

Integrar técnicas de programacion y modelado computacional lineal en aplicaciones de Ma-
tematicas, Ciencias Naturales y Ciencias de la Ingenieria.

Emplear programas de modelado computacional lineal de uso més frecuente en la Ingenieria
(por ejemplo, Matlab(R), Mathematica(R), Maple(R).

Contenido:

(1)

(2)

Introduccién a la computacién cientifica y a la computacién de alto rendimiento. Elementos
a considerar en cada item: plataformas computacionales para los métodos cuantitativos;
estructuras de datos mas afines; complejidad de los algoritmos involucrados.

Sistemas lineales en general. Computacion matricial. Computacién con matrices ralas. Con-
dicionamiento y estabilidad. Estructuras de datos més afines y complejidad de los algoritmos
involucrados.

Problemas computacionales de valores y vectores propios. Formas normales de Jordan, Frobe-
nius y Schur. Elementos de la teoria espectral. Estructuras de datos maés afines y complejidad
de los algoritmos involucrados.

Métodos iterativos y sistemas lineales de gran escala. Elementos de programacién lineal.
Modelos computacionales lineales y elementos de la programacién paralela.

Elementos de la teoria y control de errores en el calculo computacional lineal.

Aplicaciones a la Estadistica y la Ingenieria. Minimos cuadrados. Multicolinealidad. Matrices
de correlacién. Teoria de redes. Elementos de la teoria de juegos.

Bibliografia ampliada:

[1

2

] A.V. Aho and J.E. Hopcroft and J.D. Ullman. The design and analysis of computer algo-
rithms. Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1974.

] D.J. Higham, N.J. Higham. Matlab Guide. Society for Industrial & Applied Mathematics,
Philadelphia, PA, 2000.

Proyecto UTFSM-DGIP 2006-2007 Desarrollo de Textos Docentes.
2@ Luis Salinas Carrasco, Valparaiso, 20 de marzo de 2007. De antemano se agradece toda correccion,

critica o

comentario que el amable lector tenga a bien hacer llegar a luis.salinas@usm.cl.



UTFSM, G. Hernandez + O. Orellana 4+ L. Salinas, 2007 2

[3] Seymour Lipschutz. 3,000 Solved Problems in Linear Algebra. McGraw-Hill, Inc., New
York, NY 10121-2298, 1989. This is a good source for elementary exercises!

[4 ] Seymour Lipschutz, Marc Lipson. Schaum’s Outline of Linear Algebra. McGraw-Hill, Inc.,
New York, NY 10121-2298, 2000. This is a good source for elementary theory and exercises!

[5 ] Seymour Lipschutz, Marc Lipson. Schaum’s Easy Outline of Linear Algebra McGraw-Hill,
Inc., New York, NY 10121-2298, 2002. Also a good source for elementary theory and exercises!

[6 ] G. Lindfield and J. Penny. Numerical Methods using MATLAB. Prentice Hall, Upper Saddle
River, NJ 07458, 2000.

[7] W.H. Press, B.P. Flannery, S.A. Teukolsky, W.T. Vetterling. Numerical Recipes in C: The
Art of Scientific Computing. Cambridge University Press, Cambridge, 1993.

[8 ] A. Quarteroni and R. Saco and F. Saleri. Numerische Mathematik 1 und 2 Springer Verlag,
Berlin-Heidelberg, 2002.

[9] J. Stoer, U. Bulirsch. Introduction to Numerical Analysis. Springer Verlag, New York -
Berlin, 1992.

[10 ] G. Strang. Introduction to Linear Algebra. Wellesley-Cambridge Press, Wellesley MA 02181
USA, 1993. Note: A very good elementary book indeed!

[11 ] L.N. Trefethen and D. Bau II1. Numerical Linear Algebra. Society for Industrial and Applied
Mathematics (STAM), Philadelphia, 1997. Note: This is the book. A very good book indeed!
More advanced than Strang’s book.

[12 ] L.N. Trefethen. Spectral Methods in MATLAB. Society for Industrial and Applied Mathe-
matics(STAM), Philadelphia, 2000. This is “the” text!

2. DE LOS PRERREQUISITOS: ILI-285 es la primera de una secuencia de dos asignaturas: ILI-285 e
ILI-286. El prerrequisito canénico de esta secuencia de asignaturas es MAT-024 Matemaética IV.

Con el objeto de no retrasar el avance académico de los alumnos que deben o desean cursar ILI-285
sin haber aprobado todavia el prerrequisito MAT-024, se ha decidido aceptar excepcionalmente que
inscriban la asignatura ILI-285 en el primer semestre 2007, siempre y cuando tengan aprobada la
asignatura MAT-023.

Sin embargo, para inscribir ILI-286 en el segundo semestre 2007 se exigird haber aprobado tanto
MAT-024 como ILI-285.

3. DE LA EVALUACION: La asignatura considera los siguientes instrumentos de evaluacién:

(1) Certamen de Catedra N2 1: Sdbado 14.04.2007, 10:00 horas.
Origina una nota individual Nj.

(2) Certamen de Cédtedra N2 2: Sdbado 19.05.2007, 10:00 horas.
Origina una nota individual No.

(3) Certamen de Catedra N2 3: Sdbado 23.06.2007, 10:00 horas.
Origina una nota individual N3.

(4) Las fechas senialadas son provisorias y deberdn ser precisadas durante el transcurso del
semestre.

(5) El alumno que no rinda uno o més de los certdmenes regulares de cétedra, por las razones
que fuere, recibird la calificacién provisoria N; = 0 en esos certamenes.

(6) Habra ademds un Certamen Recuperativo Voluntario abierto a todos los alumnos.
Fecha de este certamen: Sabado 30.06.2007, 10:00 horas. La fecha senalada es provisorias y
debera ser precisada durante el transcurso del semestre.

e Este certamen tendra tres secciones, correspondientes cada una a las materias cubiertas
por los tres certadmenes regulares de catedra.

e El alumno que, habiendo rendido todos los certdmenes regulares de catedra y rindiere
el Certamen Recuperativo, deberd abordar aquella seccién en la que hubiere obtenido
la menor calificacién.

El alumno que, por las razones que fuere, no hubiere rendido uno o dos certdmenes de
catedra, pero no mas, debera abordar la o las secciones correspondientes a los certame-
nes no rendidos.
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e Kl estudiante recibird una nota N J’ en cada seccién j que aborde.

e Las notas IV j’ sustituirdn a las notas NN; de los certdmenes regulares de cdtedra.

e No habra certamen recuperativo del certamen recuperativo (!).
Obsérvese que esta regulacion interna de la asignatura cubre el caso de los alumnos que, por
la razén que fuere, no hayan rendido algunos de los certamenes regulares de catedra.

(7) Alo largo del semestre se propondard un abundante niimero de ejercicios teéricos y practicos
(trabajos computacionales de laboratorio) que los alumnos deberén abordar (i.e., estudiar,
resolver, implementar, discutir, etc.) en las Ayudantias y los Laboratorios de la Asignatura.
El trabajo de los estudiantes en la solucion de estos ejercicios y trabajos de laboratorio
serd evaluado mediante tres (3) controles individuales.

El promedio aritmético de las calificaciones obtenidas en esos tres controles, dara origen a
una nota individual N4 para cada estudiante.

(8) Desarrollo de un tema de investigacién (mayormente bibliogréfica) relacionado con el temario
de la asignatura, especialmente acerca de las aplicaciones de la Computacion Cientifica en
la Informaética, la Ciencia de la Computacion y las diversas especialidades de la Ingenieria y
la Ciencia.

Cada tema debe ser abordado por un equipo formado por unos cinco alumnos. Los temas
especificos podran ser propuestos por los propios integrantes del grupo, o bien asignados por
los Profesores y Ayudantes. La proposiciéon de temas y la composiciéon de los grupos debe
ser informada por escrito a los Ayudantes antes del 15 de Abril del ano en curso.

Los avances y principales resultados de esta actividad deberan ser expuestos periédicamente
a lo largo del semestre, mediante conferencias de no mas de 15 minutos, dictadas por uno
de los miembros del grupo correspondiente, elegido al azar. Las conferencias incluyen un
periodo de preguntas que deberdn ser respondidas por cualquiera de los miembros del equipo
de trabajo.

Esta actividad da origen a una nota N5 que serd la misma para todos los integrantes del
equipo de trabajo.

(9) La nota final N se calculard mediante la siguiente férmula:

(S
M .

3
Ny, st 1) N;>50,
j=1

<.
Il
—

Np

W=
M o

3
Ny, st 1) N;<50.
j=1

<.
Il
—

(10) Cualquier situacién no considerada en este reglamento interno sera resuelta por los Profesores
de la asignatura.

Nota: Un problema abierto en la evaluacién cuantitativa de cualquier actividad, incluyendo los
procesos de ensenanza-aprendizaje, es la determinacion de ciertos pardmetros descriptores, justos y
equitativos, que representen razonablemente bien los logros alcanzados en esa actividad.

En los procesos lectivos, por lo general, los diversos parametros descriptores finalmente se reducen a
uno solo, N F, mediante alguna férmula més o menos arbitraria, v.g., promedio geométrico, promedio
aritmético, promedio ponderado, etc. A veces, para efectos de decidir la aprobacién o reprobacién
de una asignatura, en lugar de considerar un solo valor N F', es preferible considerar un conjunto de
parametros descriptores significativos y regiones admisibles para sus valores.

Un excelente ejercicio de modelacion matemaética y de Computacién Cientifica, lo constituye la de-
terminacién de un esquema de evaluacién que permita estimar adecuadamente los logros académicos
de los estudiantes en una asignatura.

Los alumnos quedan cordialmente invitados a reflexionar sobre este tema y a plantear fundamenta-
damente sus soluciones mediante articulos ad hoc.
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El equipo docente de ILI-285 le desea una provechosa estada en la asignatura, mucho éxito en su
trabajo, y le recuerda que estard siempre atento a recibir sus comentarios, consultas, sugerencias y
observaciones.

II. Ejercicios.

RECAPITULACION DE LA GEOMETRIA VECTORIAL ELEMENTAL.
VECTORES Y PLANOS EN EL ESPACIO TRIDIMENSIONAL.

1. [4, probl. 793] Sea OA= 357 — 277 + k, OB= 157 + 11k. Hallar: (a) las coordenadas del punto
medio de AB; (b) las coordenadas del punto P que esté sobre la prolongacién de AB y que cumpla
con AP : BP=19:09.

2. [4, probl. 794], Si los dos vectores O_A) y O_])3 del problema 1. se multiplican por el escalar —1%

—_—

(menos uno siete octavos), jen qué tanto % aumenta el médulo del vector MN, siendo OM= % OA

— 9 _
y ON= 2 OB?

3. [4, probl. 802] Calcular el angulo formado por los vectores i+2f— 2k e i+ J+ k.

Zusatz 2003: (a) Descomponga ambos vectores en términos de los vectores unitarios correspondientes
a las diagonales de los octantes {x > 0,y > 0,z <0}, {z >0,y <0,z >0}, y {x <0,y <0,z <0}.
(b) Determine la respectiva proyeccién de cada vector sobre el otro.

4. [4, probl. 804] Determinar un nimero A tal que los vectores 3 — 4] + 5k y 8 — 95 + Mk sean
perpendiculares entre si.

Zusatz 2003: (a) ;jExisten valores de A\ para los cuales el dngulo entre los vectores precedentes es
%w [radianes]? Si existen, determinelos todos.

(b) {Existen valores de A tales que la proyeccién del vector dependiente de A sobre el otro es el 29 %
de la longitud euclideana de este 1ltimo? Si tales A existen, determinelos todos.

5. [4, probl. 805] ;Para qué valor de ¢, el vector ; —c (;—F E) es perpendicular al vector 5k —
c (2; + ;) ?

Zusatz 2003: (a) {Existen valores de ¢ para los cuales el dngulo entre los vectores precedentes es 1%7?
[radianes]? Si existen, determinelos todos.

(b) ;Existen valores de ¢ tales que la proyeccién del mayor de los vectores sobre el menor es el 13 %
de la longitud euclideana de este dltimo? Si tales ¢ existen, determinelos todos.

—

6. [4, probl. 808] Determinar el vector (3&’ — 55) X (46 + 75), sabiendo que @ x b = i + 25 — 3k.

7. [4, probl. 809] Si ||@ x b|| = 1, ;cudnto vale H (8&4— 5) X (86 - 5) H ? Nota: ||¥]| denota la norma
Euclideana del vector .

8. [4, probl. 810] Sea d = 170 — 315 + k,b=5i+ 6j — 7k. Determinar:

(a) un nimero c tal que <(_i + cg) X (5—1— c&') =0;

(b) un nimero z tal que el vector @ x b sea perpendicular al vector zi + 25f+ 6k.

Zusatz 2003: (c) todos los numero ¢ tales que la proyeccién del vector a@ x b sobre el vector 37 —
5t27 + (6 — 2t + 5t2)k equivale al 3,141592653 % de la longitud euclideana de @ x b.

9. [4, probl. 812] Sea d = i+ 25—1— 3/_5, b=4i— 5;—1— k. Determinar un vector ¥ tal que se cumplan
las relaciones v-d =0y ¥ X b=d x

S
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10. [4, probl. 820] Si @ = —5i + 3;', b= 117 + 7}, determinar un vector ¢ que cumpla con las
condiciones v-da =0y v xd=a+b.
11. [4, probl. 824] Sea: @ = i+ — k,b=2i— J+ 4k, ¢=Ti+ 27 + 3k. Determinar dos escalares o

y 7 tales que ¢ = od + 7b.

12. [4, probl. 836] ;Qué dngulo forman entre si los planos con las ecuaciones z = 2 — 6z — 7y,
z=1-8x+ Ty?

13. [4, probl. 837] Si A = (4,1,1), B = (1,4,5), ;qué vector es la proyeccién del vector AB sobre el
plano con ecuacién 3z — 12y + 4z = 47

14. [4, probl. 841] Una recta L estd dada como interseccién de dos planos con las ecuaciones:
3r —y+4z =8, —24x + 5y — 3z = 6. Determinar la proyeccién de la recta L sobre el plano z = 0.

Zusatz 2003: (a) Determinar la proyeccién de la recta L sobre el plano x — \/iy + 32 = /5.
(b) Los planos dados, {son subespacios vectoriales de R3?

15. [4, probl. 842] Los planos con las ecuaciones: 4z + 2y + z = 8, x +y — 10z = 0, tienen una recta
de interseccién. Calcular el angulo de inclinacién de esta recta con respecto al plano 9z — 5y —3z = 1.

16. [4, probl. 847] ;Con cudles condiciones han de cumplir los seis coeficientes a, b, ¢, f, g, h (todos

r—o Y—Yo 2= 20

distintos de cero) para que la recta con las ecuaciones i sea perpendicular
a c

x
al plano con la ecuaciéon — + Y22 17

f g9 h

17. [4, probl. 875] Si A y B son dos matrices cuadradas del tipo n X n ( con determinante # 0),
determinar un nimero c tal que: (cl,)?> + A(B — A™!) = (B71A~H)~L

18. En estos ejercicios seguiremos la convenciéon de escribir los vectores x € R", n € N, como
vectores-columna de dimensién n o matrices de n X 1, esto es, en la forma:

I
‘T—[‘Tla"'axn] - . € ) ()
In
lo que, de paso, define la operacién |. . .]T de transposicion para vectores.
En general, para A € M(m x n,C),
a1 a2 413 ... Qlp
a21 G2 G23 ... Q2p
A= . : : S| as€C,
Uml Am2 am3 ... OGmnp

se define la matriz transpuesta AT y la matriz conjugada Hermitiana A* de A mediante:

ail1 a1 ... Gp1 ai; a1 ... Gpl
ala2 a2 ... Qp2 a2 a2 ... Gp2
AT = a3 a3 ... an3| | A¥= |Gz G2 ... Gp3 |
|G1m  G2m  --- Gnm ] |@1m  G2m .- Qpm |

donde @;; denota el complejo conjugado de a;j. Obsérvese que AT A* € M(n x m,C).
Sean u = [1,v2,—1]T € R3, v = [1,1,V/3]T € R?, w = [-Vv2, —V/5, —1]T € R3.
Describa graficamente los siguientes conjuntos:
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(a) Pzé@—i—év. (b) Q = —3v + 3.

() R= gv— gwv. A T={1-tu+tv:0<t<I1}
() L={(1—-thu+tv:teR} (f) E={ou+pw : o,3 € R}.

(g) A=u+{av+pw : a,f € R}.

Ademads estudie las siguientes cuestiones:

(h) ¢Constituye {u,v,w} una base para R3?

(i) De los conjuntos de la lista (a)-(g), jcudles son espacios vectoriales? Para aquellos que lo sean,
determine su dimension.

(j) Para todos los espacios vectoriales de dimensién 2 que aparezcan en la lista (a)-(g), determine
una base ortonormal.

(k) Como el lector sabe, la base canénica de R? es {ej, e, e3}, con e; = [1,0,0]7, ea = [0,1,0]7,
es = [0,0, 1]T. Sea © = z1e1 + x2e; + x3e3 € R? un vector tal que también se puede escribir en la
forma x = & u+&u+E3w € R3. Los ntimeros z;, &j se llaman coordenadas del vector x. j Admite todo
vector € R? ambas representaciones? ;Son tnicas? ;Cudles son las reglas de transformacién entre
los x; y los &;7, esto es, ;cudles son las expresiones de los §; en términos de los z; y, reciprocamente,
de los z; en funcién de los ;7

RECAPITULACION DEL ALGEBRA LINEAL ELEMENTAL.

19. [2, cf. p. 5] Sean U = {(w,y,2) €ER3 : x —y+2 =0}, V = {(z,y,2) € R3 : 22 — y — 22 = 0},
ambos equipados con la estructura de espacio vectorial canénica. Determine U NV y U +V =
{fu+v:uelUveV} ;Son UNV y U+ V espacios vectoriales?

20. [11, p. 110, 10] ;Cuéles de los siguientes subconjuntos de R3 son subespacios vectoriales?

(a) El conjunto de los vectores (b, bz, b3)? € R? con by = 0.

(b) EI conjunto de los vectores (b1, ba,b3)T € R? con by = 1.

(c) El conjunto de los vectores (b1, ba,b3)T € R? con b1bybs = 0.

(d) El conjunto de los vectores (by, by, b3)T € R3 con by + by + b3 = 0.

(e) El conjunto de los vectores (b1, by, b3)T € R? con by < by < bs.

(f) Todas las combinaciones lineales de los vectores v = (1,4,0)7 y w = (2,2,2)7.

(g) Todos los vectores u ortogonales (perpendiculares) a los vectores v, w precedentes. ;Qué forma
tienen todos estos vectores u?

21. [11, p. 110, 11] Describa el subespacio vectorial mas pequeno de M (2 x 2,R) que contiene las
matrices: (a) 10 0 1. (b) Lol (c) 10 L0
o o) Yo o] 0 o]’ 0o oY o 1|

22. [11, p. 110, 17, 18] ; Cuéles de los siguientes subconjuntos del conjunto de las matrices cuadradas
M(m x m,C) son espacios vectoriales?

(a) El conjunto de las matrices A invertibles.

b) El conjunto de las matrices A singulares (i.e., tales que A~! no existe).

) El conjunto de las matrices simétricas (i.e., tales que AT = —A).

d) El conjunto de las matrices antisimétricas (i.e., tales que AT = —A).

) El conjunto de las matrices asimétricas (i.e., tales que AT # A).

) El conjunto de las matrices ortogonales (i.e., tales que AAT = ATA =1).
g) El conjunto de las matrices unitarias (i.e., tales que AA* = A*A =1).

c
e
f

(
(
(
(
(
(

;, Cuéles de los anteriores conjuntos constituyen un grupo con respecto a la multiplicacién de matrices?

23. [2, cf. p. 6] Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo Ky ( # M C E. Considere la interseccién
D de todos los subespacios V' de E tales que M C V. Demuestre que: (a) D es un espacio vectorial
univocamente definido; (b) D es el espacio vectorial mds pequeno (con respecto a inclusién) que
contiene a M; (c) D coincide con el conjunto de todas las combinaciones lineales (finitas) de elementos
de M.
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El espacio vectorial D se denota habitualmente por ling (M) o spang(M) y se denomina espacio
vectorial generado o engendrado por el conjunto M. Las propiedades (a), (b), (¢) quedan resumidas
en:

(1) ling(M) = spang (M) = {z arxrr :neN, ap €K, zp € M} ,
k=1

(1) V subespacio vectorial de E tal que M CV = ling(M)C V.

(2)

Sea p el polinomio p(z) = 1 — x + 323, ¢ el polinomio ¢(z) = —2 + 522 — 23, r el polinomio

r(z) = —x + 23, s el polinomio r(z) = 2 — 22, donde z es una variable real, i.e., z € R. Determine:
(d) ling({p,r}); (e) ling({g, r,s}); (f) linr({p, ¢, 7, s});

24. [8, cf. p. 28] El cuerpo de los nimeros complejos. Defina:

E:[O J ) I:[l O] ) C = {ZZaklEkﬂ;aklER,n,mGNO}. (3)

k=0 1=0

Considere el conjunto C equipado con la suma y la multiplicacién usuales de matrices con E° =
I° = T Evidentemente C' C M(2 x 2,R). (a) Para u,v € C'y a,3 € R, jse cumple au + Bv € C,
uv € C?7 (b) Determine C' en cuanto espacio vectorial real. En particular, ;cudl es la dimensién del
espacio vectorial real C? Hint: Verifique que I? = —E. (c) Para w, z € C cualesquiera, jse cumple
wz = zw? (d) Si z € C no es la matriz nula de M (2 x 2,R), ;puede Ud. determinar z~'? (e) ;Puede
Ud. definir un isomorfismo de espacios vectoriales (resp., de cuerpos) ¢ : C' — C?

25. [8, cf. p. 31, ejemplo 1] Sea p(\) = =2 —5A+3X2 y A = B ﬂ Determine p(A).
26. [8, cf. p. 31, ejemplo 2] Demuestre que la matriz U = 0 é], i> = —1, es unitaria. ;jPuede

Ud. generalizar este resultado para matrices de orden n? ;Bajo qué condiciones una matriz diagonal
resulta ser ortogonal? junitaria?

110 1 p 2ol
27. [8, cf. p. 31, ejemplo 4] Sea A= |0 1 1|. Denuestre o refute: A = [0 1 n |,neN.
0 0 1 0 0 1

RECAPITULACION DE LA TEORIA ELEMENTAL DE MATRICES.

28. [1, p. 39, 1] Sean dadas las siguientes matrices: A,B € M (4 x 5,R), C € M(5 x 2,R), D €
M(4 x 2,R), E € M(5 x 4,R). Determine cudles de las siguientes matrices estdn bien definidas y,
en estos casos, indique sus nimeros de filas y de columnas: (a) BA, (b) AC + D, (c) AE + B, (d)
AB + B, (e) E(A+ B), (f) E(AC), (g) ETA, (h) (AT + E)D.

3 -2 7 6 —2 4
29. [1, p. 40,8, 10] Sean A= (6 5 4|, B= |0 1 3]|. Escriba, si ello es posible:
0 4 9 7T 7 5

(a) las columnas de AB como c.1.? de las columnas de A, respectivamente, de B,
(b) las columnas de BA como c.l. de las columnas de A, respectivamente, de B,
(a) las filas de AB como c.l. de las filas de A, respectivamente, de B,

(a) las filas de BA como c.l. de las filas de A, respectivamente, de B.

En cada caso, si la tarea es imposible, explique por qué.

3¢.]. = combinacién lineal.
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30. [1, p. 41, 15] Sean A y B dos matrices particionadas en submatrices (jno necesariamente cua-
Ay Aj B Bi1 B
Ay A Bo1 B

An B + A12Ba1 A1Bia + A12Bz2]

dradas ni todas iguales!) de modo que A = [ } . Entonces se tiene:
4
A21B11 + A22Bo1 A21Bia + AgaBao )

bajo la hipotesis que las dimensiones de las submatrices permiten las multiplicaciones y las sumas
senaladas. Este método se denomina mutiplicacion por bloques.

ap-|

(a) Demuestre (4) y luego, usando esta férmula, calcule los productos (b) y (c). Compruebe sus
resultados mediante multiplicacién directa.

12115 % 52 12 15 255

(b)A=10 -342| B= R AR R (©A=10 —342, B= 7 1.5
1 561 3 1 5 6.1 L2

0 3 -3 0 3:-3

31. En 1969 Volker Strassen (Profesor Emérito Universitat Konstanz, 2001) publicé un algoritmo
para la multiplicacion de matrices que es algo més rapido que la multiplicacion ordinaria. En este
ejercicio describimos el algoritmo de Strassen. Ref.: Strassen, Volker, Gaussian Elimination is not
Optimal, Numer. Math. 13, p. 354-356, 1969.

Sean A, B,C € M(2" x 2",C) donde C es el producto ordinario de A y B, i.e. C = AB. Si las
matrices A, B no son de orden 2", las completamos con filas y columnas de ceros. A continuacién
particionamos A, B, C' en bloques de igual tamafio (de 2"~ x 2n~1):

a=[n ) m=[n Ba)s e=[an &2
donde A;j, Bij, Ci; € M(2"7! x 2771/ C), de modo que (cf. ejercicio (30)):
Cn = AnBu + A1eBa1,  Ci2 = A Bia + A12Baa,
Co1 = A21B11 + A2 Boy Cog = A21B12 + A22Baa
Esta estrategia no ha reducido el niimero de multiplicaciones necesarias: todavia se requiere 8 mul-

tiplicaciones matriciales para calcular las matrices Cj;, tal como en la multiplicacién ordinaria. En
este punto interviene la idea de Strassen. El define las matrices:

My = (A1 + A2)(Bi1 + Baa), My = (Ag1 + A22) By,
M3 = Ay1(Bia — Bas), My = A9 (B2 — B11),
My = (A11 + A12)Baz Mg = (A21 — A11)(B11 + Bi2), (5)
M7 = (A12 — A22)(Ba1 + Ba2),
que se usan para expresar los bloques C;; en términos de las matrices M. Nétese que la definicién
de las matrices M}, requiere sélo 7 multiplicaciones matriciales. La expresién de los bloque Cj; en
términos de las matrices M}, viene dada por:
C1 = My + My — Ms + My, Cr2 = M3 + M5,
Co1 = My + My, Coo = My — My + M3 + Mg . (6)
Este proceso de particionamiento se puede iterar n-veces hasta que los bloques degeneran en simples
numeros.
Ejercicio. Verifique que la matriz C' de bloques C;; dados por (5) y (6) coincide con AB.
Las implementaciones practicas del algoritmo de Strassen recurren a la multiplicaciéon ordinaria de
matrices cuando los bloques M; son suficientemente pequenos. El tamao de los bloques para los
cuales el algoritmo de Strassen es mas eficiente que la multiplicacién ordinaria de matrices, depende
de la implementacién y del “hardware” especificos.
Ejercicio. Implemente recursivamente el algoritmo de Strassen. Verifique que su implementacién
opera correctamente. Compare estadisticamente el tiempo de ejecucién del algoritmo de Strassen

G. HERNANDEZ + O. ORELLANA + L. SALINAS/ COMPUTACION CIENT{FICA I/20 DE MARZO DE 2007



UTFSM, G. Hernandez + O. Orellana 4+ L. Salinas, 2007 9

versus el tiempo de ejecucién del algoritmo ordinario de multiplicacion de matrices. Para este objeti-
vo, genere matrices aleatorias que le permitan obtener —para cada n— conclusiones estadisticamente
vélidas.

Como se sabe, la complejidad de la multiplicacién estandar de matrices es de orden n® = nlog28,

Si ignoramos las adiciones involucradas, el algoritmo de Strassen reduce la complejidad a nl°827 ~
2,807
n=°V",

32. [1, p. 42, 23] La traza tr(A) de una matriz cuadrada A se define como la suma algebraica de los
coeficientes de su diagonal principal. No se define la nocién de traza para matrices no cuadradas. Si
A = [a;j] € M(m x n,R), demuestre que tr(AAT) = tr(ATA) = >, > =1 ag;.

Zusatz 2003: jPuede Ud. obtener una férmula similar para tr(AA*) si A = [a;;] € M(m x n,C),

donde A* = [afj} es la matriz transpuesta conjugada o conjugada Hermitiana de A definida por
*

— F-?
aij —CL]Z !

33. [1, p. 54, 11] Calcule la matrices inversas, si acaso existen, de:

costcosp sintY  cos¥sinp
] ; (b) (Zusatz 2003) |—sindcosep costy —sindsing
—sing 0 COS

34. [1, p. 54, 12] (a) Dé un ejemplo de matrices A, B € M(2 x 2,C) tales que (A + B)? # A% +
2AB + B2.
(b) Demuestre o refute: Si A, B € M(n x n,C), (A+ B)? = A2 + 2AB + B? si y sélo si AB = BA.

(a) [cosv&l sin ¢

—sind cosV

35. [1, p. 55, 19] La ecuacién a? = 1 tiene exactamente dos soluciones en R. Determine a lo menos
8 (jocho!) matrices diferentes A € M (3 x 3,R) que satisfagan la ecuaciéon A% = I.

Zusatz 2005: Determine todas las soluciones de la ecuacién A2 = —I en M(n x n,K) para n = 2,3
yK=2,Q,R,C.

36. [1, p. 55, 21] Una matriz real cuadrada A se dice simétrica si AT = Ay anti-simétrica si
AT = — A. Demuestre que para cualquier matriz real cuadrada B: (a) BBT y B+ B” son simétricas.
(b) B — BT es antisimétrica.

37. [1, p. 56, §1.5] Se dice que E € M(n x n,C) es una matriz elemental si resulta de la matriz
identidad I,, € M(n x n,C) mediante una tnica operacién elemental de filas. Las operaciones ele-
mentales de filas son: (i) multiplicacién de una fila por una constante; (ii) permutacién de dos filas
(diferentes); (iii) suma de un multiplo de una fila a otra.

(a) Sean E, A € M(n x n,C), donde E es una matriz elemental. Demuestre que, entonces, EA es la
matriz que resulta de A aplicando a A la misma operacién elemental de filas que permite obtener E
a partir de 1.

(b) Determine las inversas de las matrices elementales. ;Son nuevamente matrices elementales?

38. [1, p. 82, 22] Demuestre: (a) Si A es antisimétrica e invertible, A~! también es antisimétrica.
(b) Si A, B son antisimétricas, A7, A+ B y AA, X un escalar, también son antisimétricas.
(¢) Toda matriz cuadrada puede escribirse como suma de una matriz simétrica y otra antisimétrica.

OPERADORES LINEALES Y MATRICES.

39. Sean E y F espacios vectoriales sobre un cuerpo K, de dimensiones n € N y m € N respectiva-
mente. Sean By = {el, e ,en} y Br = {fl, e ,fm} bases de E y F', respectivamente. Entonces,
los vectores u € E'y v € F se escriben de manera tdnica en términos de las respectivas bases.
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Utilizaremos la siguiente notacién estandar:

U1 U1l U1 U1
U =1uie] + -+ upetp = | : =11 v=v1fi+ ot omfm = | =
Se dice entonces que los u; y los v; son las coordenadas de los vectores u y v relativas a las bases Bp
. . T .
y Bp, respectivamente. No obstante que, en rigor, u € E'y [ul, .. ,un] € K" (respectivamente,
T . .
veFy [vl, e ,Um] € K™), se acostumbra a identificar:
T . T
u= [ul, ... ,un] , (respectivamente, v = [1)1, ... ,vm] ). (7)

Del contexto respectivo debera inferirse cudl nocién es la implicada.

Ejercicio. Verifique que las aplicaciones u +— [ul,...,un]T y v [vl,...,vm]T constituyen
sendos isomorfismos de E sobre K" y de F' sobre K™, respectivamente.

40. Representacién matricial de una transformacién lineal. Sea T : £ — F una transforma-
cién u operador lineal Entonces se tiene:

T(u) =T(urer + -+ + upeyn)
=wuT(e1) + - +uT(en)
=u (a1 fi+ 4 amafm) + o F un(arnfi + o+ Gmnfin)
= (anw + -+ arptn) fi + -+ (@maur + -+ amptn) fn
En particular se tiene:
T(ej) =aijfi+ -+ amjfm, j=1:n. (8)

Recurriendo al formalismo estandar de multiplicacién de matrices, la expresién precedente puede
escribirse en la forma:

(75} ail e a1n (75} V1
T: u= — : : =i =veF Yue FE. (9)
Up, Am1 - Gmpl| [Un Up,
=A
De manera més compacta se acostumbra a escribir:
T:-F — F

u — v=Au

La matriz A = [aij]mm en (9) se denomina matriz de la transformacion lineal T' relativa a las bases
Bpg y Br Nétese que los coeficientes a;;, ¢ = 1 : m en la ecuacién (8) corresponden a los coeficientes
de la j-ésima columna de A.

Ejemplo 1. Sea Pjs el espacio vectorial de los polinomios reales de grado a lo méas 3, equipado con
su base canénica B := {1,t,t2,t3}. Sea D : P3 — P3 el operador diferencial definido por:

D@@%ZM@E%(W p(t) € Ps. (10)

Un polinomio cualquiera p(t) = a + bt + ct> + dt>, a,b,c,d € R, y su derivada p/(t) = b+ 2ct + 3dt?,

quedan representado entonces por los vectores [a, b, ¢, d]T y [b,2¢, 3d, O]T, respectivamente, y se tiene:
a 01 0 0] |a b
b 0 0 2 0f (b 2c
¢l o0 0 3| |c| T |3d (11)
d 0 0 0 0f |d 0
=:[D]
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La matriz [D] es la matriz del operador D con respecto a la base canénica. Habitualmente se escribe
simplemente D en lugar de [D].

41. Cambio de base. La pregunta béasica aqui sera: ;como cambian la representacion de los vectores
y las matrices que representan transformaciones lineales cuando se cambian las bases?

Sea E un espacio vectorial de dimensién n, equipado con dos bases B := {ei,...,e,} v B =
{€},...,el,}. Entonces se puede expresar los vectores de una base con respecto a los de la otra, por
ejemplo:

e1 =puiey + -+ pniey
e2 = p12€) + - -+ + pn2el,
(12)
en = P1n€) + - + Dnnel,
Consideremos ahora un vector v € F cuyas representaciones en términos de las bases B y B’ son
v=wvie1 + -+ vpe, y v =0i€] + -+ + v} e, respectivamente. Entonces se tiene:

v=viep + -+ ey
=uvie1 + -+ vpey
=v1(pr1€} + -+ pnaey) + -+ vn(Pra€l + -+ Punel)
= (p11v1 + -+ Pravn)e] + A (Puavi + -+ Puntn)el

Luego:
v} P11v1 + -+ P1aln P11 .- Pin| |01
| = : - | | (13)
U;L B’ Pn,101 + - +pn,nvn B Pn1i .-+ DPnn Un B
=:Pp/_p
La matriz: ) }
p11 Pin
_pn,l oo pn,n_

se denomina matriz de transicion de la base B a la base B’. Evidentemente, la matriz P = Pg/_p

es invertible y se tiene:
- q-1
P11 ... Pin

Ppep =P =1 . (15)
_pn,l -o+ Pnn
que es la matriz de transicién de la base B’ a la base B.

42. 1) Considere una matriz A € M(m x n,C) como el operador lineal
A:C"— C™ definido por u+— AuecC™, ueC". (16)

Supondremos que C" y C™ estan ambos equipado con el producto escalar estandar que, como se
recordard, en C™ se define mediante:

m
* — T T
<$7y>((:m:x'yzzxiyk7 33‘:[$1,---,33'm] 7y:[y17"'>ym] ceC™. (17)
k=1
Analogamente se define <-, > cn €n C". Entonces, evidentemente, se tiene:
<x,A.u>Cn =x* Au=(A"2) u= <A*.u,y>(cm , xeC™, uweC". (18)
Se observa que A* representa de manera natural al llamado operador adjunto:
A*: C" — C™ definidopor C"2 A%y «—y, yeC™. (19)
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Conviene advertir que la matriz adjunta Hermitiana A* € M (n x m,C) de una matriz A € M(m x
n,C), no tiene nada que ver con la matriz adjunta clasica adj(A) = [Aij] que se define para matrices

cuadradas A € M(m x m,C), A = [a;j]. Como se sabe, los coeficientes A;; de adj(A) se definen
mediante:

Agp = (1) My, (20)
donde M;; es el determinate de la submatriz que se obtiene a partir de A eliminando su i-ésima fila

y su j-ésima columna. El determinante M;; se denomina cldsicamente menor adjunto y el coeficiente
A;j, cofactor.

Ejercicio. (a) Demuestre que det(A) = > ", arsArs = Y vy arsArs para todo r,s € {1,m}.
(b) Demuestre que A.adj(A4) = adj(A).A = det(A) I, .

2) Nuestro objetivo ahora es generalizar levemente los conceptos anteriores. En particular queremos
verificar que la nocién de matriz adjunta Hermitiana depende de los productos escalares considerados.
Notemos en primer lugar que si U € M (m xm, C) es una matriz cuadrada positiva definida, entonces:

<u,v>U =u".Uw, u,v € C™, (21)

es un producto escalar en C™. Recuerde que la nocién de producto escalar requiere que el producto
de todo vector por si mismo sea no negativo y que ese producto es nulo si y sélo si el vector es nulo.

Ejercicio. (a) Verifique que <-, ->U es un producto escalar sobre C™.
(b) Discuta la afirmacién: “ <,> es un producto escalar en C™ si y solo si existe una matriz
U € M(m x m,C) positiva definida tal que <u,v> = u*.U.v para todo u,v € C™.”

Sea V € M(n x n,C) una matriz positiva definida y defina el producto escalar:
<:L',y>v ="V, x,yeC?, (22)
Ejercicio. Sea A € M(m x n,C) una matriz dada. (a) Demuestre: “La ecuacion:
<:1:,A.U>V = <A*.:E,U>U, xreC", veCm. (23)

define univocamente la matriz A*.”
(b) Determine una expresién para A* en términos de las matrices A, U, V.

EspPAcios VECTORIALES ASOCIADOS A UNA MATRIZ.

43. Ejercicio auxiliar: el algoritmo de Gram-Schmidt. El objetivo de este ejecicio es preparar
conceptos y herramientas que pueden servir para abordar el ejercicio 45.

Para mayor simplicidad, en este ejercicio auxiliar trabajaremos en el espacio vectorial C". En general,
en lugar de C" se deberia considerar cualquier espacio vectorial E de dimension n, pero ello no
agrega (mucho) a la discusién conceptual del tema que ahora nos ocupa, toda vez que E se identifica
isomérficamente con K" (ver ejercicio 39.).

Como el lector recordara de sus cursos de Matemaética, el producto interno de dos vectores u,v € C"
se define mediante:

u'vzu*v:[ﬂl,...,ﬂn] | =T+ F U, (24)
Un
En particular:
lull = (" w)/? = (Jua? +- - + ua )2

es la norma Fuclideana del vector u € C™.

(25)

Se dice que dos vectores 0 # u,v € C™ son ortogonales ssi u*v = v*u = 0. En este caso, a veces se
anota u L v. Si ademds |ju| = ||v|| = 1, se dice que u y v son ortonormales.
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Sea up € C", k =1 : n, un sistema de vectores Li. (de modo que {uy,...,u,} es una base de C",
pero ésto no es relevante aqui). Nuestro propésito es construir un sistema de vectores ortogonales
{vk}kzl'n a partir del sistema {uk}kzl,n. Comenzamos definiendo:

V1 ‘= Uy .

Luego, observamos que la proyeccion de ug sobre v = u; viene dada por:

( v} > vy viug viug
u9 = V) = ——U1
lorll 7/ Nloall len]? vivi

de modo que uy se puede escribir como:

* *
ViU ViU
Ug = L ’U1—|—<U2— }k U1> .

vivg vivg
viug
El vector v1 = u; es ortogonal a uz — —— v1. En efecto:
U1
1
* * *
viu viu viu
* 1 W2 * * 1 W2 * 1 W2 * * *
vl | ug — ———v1 | =vjug — v} | 5—v1 | = vjus — —— (viv1) = viuz —viug =0. (26)
Sobre esta base definimos: .
U1u2
V2 1= U2 — — (%
Nétese que en el segundo miembro de (26) el escalar afecta al segundo factor del segundo
U1

producto interno, lo que explica que en el tercer miembro dicho factor aparezca sin conjugar. Desde
luego que una consideracién de este tipo tiene relevancia en el caso K = C. El caso K = R es mucho
mas simple pues la conjugacién Hermitiana se reduce a la transposicion real.

Para definir vg se procede de manera analoga: basta restar a ug las proyecciones de este vector sobre

(Y Vo
’UIU3 ’U2U3
v

V3 ‘= usz —

1 v2 .
vivg V3V

Facilmente se verifica que vy es ortogonal a v3, £k = 1,2. En efecto, para k = 1,2 se tiene:
vius vyu3
- v1 — - (Y

viug viUu3
= vfuz — v [ =01 | — v [ 2= s

*

vius , VU3,
= vjug — vivy) — viv
kW3 v ( k 1) vEU ( k 2)

VRU3 = U}, <U3 —

191 2Y2
= vjug — VU3
=0.
La definicién inductiva de los vectores vy, es ahora evidente:
k-l v;uk
V1= U vk:uk—g —— v, k=2:n. (27)
v »?}j

]:1 J

Ejercicio. Verifique que el sistema de vectores vj, j = 1 : n, es ortogonal. El esquema (27) se
denomina algoritmo de Gram-Schmidt. Para obtener un sistema ortonormal basta, obviamente,
definir Vi, := v /[|vg||, k=1 :n.

44. Ejercicio auxiliar. Si ) # F C C" (donde E no necesariamente es un espacio vectorial sino
un simple conjunto), se define:

Et={ueC":uv=0 YweE}, ELL::{uG(C":u*Uzo VUEEJ'},
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Ejercicio. (a) Verifique que Et y E son espacios vectoriales denominados, respectivamente,
espacio ortogonal y espacio bi-ortogonal engendrado por E.
(b) Demuestre que:

Ett = ﬂ {V : V es subespacio de C" tal que E C V'} ,

i.e., EtL es el subespacio més pequefio de C™ que contiene al conjunto E. Por consiguiente, E--
coincide con el subespacio de C" generado o engendrado por el conjunto E, i.e., E++ = lincE.

45. Cuatro espacios muy distinguidos. Cf. [11, p. 150, 3.5] Consideremos los espacios vecto-
riales C" y C™ equipados con sendas bases B™ y B™, respectivamente. Sea A € M (m x n,C) una
matriz dada. Entonces las matrices A y A* definen sendas aplicaciones lineales A y A* mediante:

cn A om
x — Ax (28)
Aty — gy
donde los vectores = e y se expresan en términos de las bases B" y B™, respectivamente.

Ejercicio. Las aplicaciones lineales A y A* definidas en (28) no necesariamente son inversas una
de la otra. Determine condiciones necesarias y suficientes para que lo sean.

En el “lado izquierdo” de (28) se hallan los subespacios de C™:
F(A) = R(A") =range(A") ={z € C" : z = A"y, yec C"} CC",
N(A) =kern(A) ={z e C" : Az =0} CC".

(1) F(A) es el espacio de las filas de la matriz A, i.e., el espacio generado por las filas de A escritas
como vectores columna de dimensién n.

(2) R(A*) =range(A*) es el espacio-imagen de la aplicacion o transformacion lineal A* : C™ — C™
representada por la matriz A*.

(3) N(A) es el espacio nulo de la matriz A.

(4) kern(.A) es el nicleo de la aplicacion o transformacion lineal A : C" — C™ representada por la
matriz A.

Andlogamente, en el “lado derecho” de (28) se encuentran los subespacios de C™:
C(A) =R(A) =range(A) ={y e C" : y=Az, 2 € C"} CC™,
N(A*) =kern(A") ={y e C™ : A"y =0} CC™.
(1) C(A) es el espacio de las columnas de la matriz A, i.e., el espacio generado por las columnas
de A.
(2) R(A) = range(A) es el espacio-imagen de la aplicacion o transformacion lineal A :C" — C™
representada por la matriz A.
(3) N(A*) es el espacio nulo de la matriz A*.
(4) kern(A*) es el nicleo de la aplicacion o transformacion lineal A* : C™ — C™ representada por
la matriz A*.

El lector deberd asegurarse de distinguir claramente entre la matriz A (resp., A*) y la aplicacion
lineal A (resp., A*).

Ejercicio. Sea r = rank A. Verifique:
(a) F(A)NN(A)={0}
(b) F(A)* :={ueC" :vu=0 VfilavdeA} C N(A). jObserve que v es un vector filal
(¢c) C"=N(A)® F(A), i.e. todo x € C" se puede escribir, de manera unica, en la forma x = u+v
conu € N(A) y v e F(A), donde u*v = v*u = 0.
(d) F(A)*"=N(A); NA)'=F(A); F(A)=FA)"; N(A)=NA)*H.
(e) C(A)NN(A") = {0}
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(f) C(A)t ={ueC™: u*v=0 V¥ columnavde A} C N(A*).

(g) Cm = N(A*)®C(A), i.e. todoy € C™ se puede escribir, de manera tinica, en la forma y = u+wv
con u € N(A*) y v € C(A), donde u*v = v*u = 0.

(h) C(A): = N(A%); N(A")" = C(A); C(4) = C(A)-L; N(A*) = N(A7)LL,

(i) dimF(A) =dimC(A) =r; dimN(A) =n—r; dimN(A*) =m —r.

46. Matrices escalonadas. [11, pp. 115-121] Sea A € M (m x n,C). De sus cursos de Matematica
el alumno conoce el algoritmo de Gauss que permite transformar A en una matriz escalonada U
mediante operaciones de filas (incluyendo intercambio de filas). Fvidentemente, este proceso no
altera ni el espacio de filas F(A) ni el espacio de columnas C(A) y, en consecuencia, tampoco altera
los espacios nulos N(A) y N(A*).

Ejercicio. Fundamente la invariancia de los cuatro espacios fundamentales de la matriz A con
respecto al algoritmo de escalonamiento de Gauss.

Consideremos una matriz A € M (4 x 7,C). Mediante operaciones de filas A se podria transformar,
por ejemplo, en una matriz escalonada U:

%k x ok ok Kk k % k% ok ok k%

I T 0 kok % ok k|

A= « % % % % x x| |0 0 00 %k =U, (29)
% % ok ok ok %k 0O 0 00 O 0O

En cada fila, el primer coeficiente no nulo hacia la derecha se denomina pivote. En el ejemplo, hay
pivotes s6lo en las tres primeras filas, en las columnas 1, 2 y 4, respectivamente (los pivotes son no
nulos pero no son necesariamente 1). En este caso se tiene rank(A) = 3, las columnas-pivote 1, 2
y 4 constituyen una base del espacio de columnas C(A) C C* de A. Analogamente, las filas-pivote
(consideradas como vectores-columna) 1, 2, y 3 constituyen una base del espacio de filas F/(4) c C7
de A.

Aplicando el algoritmo de Gauss-Jordan se puede obtener la llamada matriz escalonada reducida R:

(%] % x x % % x 0**0**
0 [x] = * % % x 0**0**

U= =R 30
000 00 [ =" "o 0 00/[1=« = ’ (30)
0O 0 00 0 0O 0O 0 00 0 0O

En la matriz escalonada reducida, todos los pivotes son 1 y en las columnas-pivote todos los coefi-
cientes son 0, excepto los pivotes.

Ejercicio. (a) Verifique que dim F(A) = dim C(A) = rank(A).

(b) Implemente un algoritmo computacional que permita obtener la matriz escalonada reducida R
a partir de la una matriz A € M(m x n,C) cualquiera. Tenga en cuenta intercambios de filas para
una mayor estabilidad numérica de su algoritmo.

(c) Determine la complejidad de su algoritmo.

47. Considere las bases {u1,uz,u3} y {v1,vo,v3,v4,v5} de C* y C?, respectivamente. Considere,
ademds, la transformacién lineal 7' : C3 — C® determinada por: T'(uy + 2ug + 3ug) = v1 + v3 + vs,
T(3ug — 2ug) = vo —vg, y T(—u3) = v1 — vy + v3 — vg + 5.

a) Obtenga la matriz A de la transformacién lineal 7" con respecto a las bases indicadas. ;Es invertible
T, respectivamente, A? ;Cudl es el rango rank A de la matriz A?

b) Determine range(T) := {T'(z) : # € C*} C C° y ker(T) := {z € C* : T(z) =0} C C.

¢) Determine el espacio de filas y el espacio nulo de A (ambos subespacios de C? en este ejercicio).
Obtenga las dimensiones de estos espacios. Verifique que son ortogonales y que su suma directa es
C3.

(d) Determine el espacio de columnas y el espacio nulo izquierdo de A (ambos subespacios de C?

en este ejercicio). Obtenga las dimensiones de estos espacios. Verifique que son ortogonales y que su
suma directa es C5.
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1 2 3 4
48. Determine el espacio nulo N(A) y el espacio de filas F(A) de la matriz A= |2 4 8 10].
3 6 11 14

Solucion: El espacio nulo N(A) consiste de los vectores-columna [x1, 72, 23, 74]7 € R* tales que:

12 3 47 |™ 0 120 11 ™ 0 1 j

24810$2:0w0011$2:0w$2:+2t

3 6 11 14| | 0 000 0" 0 3 5
X4 T4 T4 —s— 2t

Luego, N(A) = { [s,t,5+2t,—s —2t]T : s,t € R }; evidentemente, dimg N(A) = 2.
Por su parte, el espacio de filas F(A) de la matriz A consiste de todos los vectores-fila que pueden
escribirse como combinaciones lineales de las filas de A. Luego, si la matriz A se obtiene a partir de

A mediante operaciones de filas, esto es, mediante combinaciones lineales de las filas de A, el espacio
de filas no se altera, i.e.:

- 1201
F(A)=F(A), donde A=1]0 0 1 1
0 00O

Por consiguiente, el espacio de filas F'(A) de A es generado por la primera y la segunda fila de la
matriz A, i.e., F(A) ={]s,2s,t,s+1t] : s,t eR}.
Nota: Usualmente los vectores del espacio de filas F(A) una matriz A € M(m x n,K) se escriben

como vectores-columna, de modo que la definicién mas comuin es F(A) = {ATx T T E Km} C K™
|

49. [11, p. 110, 19] Describa los espacios de columnas y los espacios de filas de las siguientes matrices:
T T T
1 00 100 1 20
(a)A_[200]’ (b)B_[020}7 (C)C_[ooo]

(d) Calcule, si es posible, det(A BT), det(A B), det(BT C), det(BT CT).

50. [11, p. 111, 27] Sea A € M(m x n,C). Examine la veracidad de las siguientes proposiciones.
Para las verdaderas, proporcione demostraciones; para las falsas, exhiba contraejemplos y estudie
condiciones adicionales que podrian hacerlas verdaderas.

(a) El conjunto de los vectores b € C™ que no estdn en el espacio de columnas R(A) de A es un
subespacio vectorial de C™.

(b) Si el espacio de columnas R(A) de A contiene sélo el vector 0, entonces A es la matriz nula.

(c) El espacio de columnas de 24 coincide con el espacio de columnas de A.

(d) El espacio de columnas de A — I coincide con el espacio de columnas de A.

51. [11, p. 111, 28] Construya una matriz A € M (3 x 3,R tal que su espacio de columnas contenga
los vectores (1,1,0)” y (1,0,1)” pero que no contenga el vector (1,1,1)7

1 2 3 4
52. Determine el espacio nulo N(A) y el espacio de filas F(A) de la matriz A = |2 4 8 10].
3 6 11 14

. Que relacién puede Ud. establecer entre N(A) y F(A)?

53. [11, p. 123, 21-27] Construya (si es posible) matrices reales A tales que:

(a) el espacio nulo N(A) de A consiste de todas las combinaciones lineales de los vectores (2,2,1,0)”
y (3,1,0,1).

(b) el espacio nulo N(A) de A consiste de todos los miltiplos del vector (4,3,2,1)7.

(c) el espacio de columnas R(A) de A contiene los vectores (1,1,5)” y (0,3,1)7 y, simultdneamente,
el espacio nulo N(A) contiene el vector (1,1,2)7.

(d) el espacio de columnas R(A) de A contiene los vectores (1,1,0)7 y (0,1,1)7 y, simultdneamente,
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el espacio nulo N(A) contiene los vectores (1,0,1)T y (0,0,1)T.

(e) el espacio de columnas R(A) de A contiene el vector (1,1,1) y, simultdneamente, el espacio nulo
N(A) es la recta de los multiplos del vector (1,1,1,1). (f) el espacio nulo N(A) coincide con el
espacio de columnas R(A), cuando A € M(2 x 2,R). {Es ésto posible siquiera?

(g) el espacio nulo N(A) coincide con el espacio de columnas R(A), cuando A € M(3 x 3,R). ;Es
ésto posible siquiera? ;Qué diferencia fundamental observa Ud. entre los casos (f) y (g)? (jademaés,
desde luego, que unas son matrices de 2 x 2 y las otras de 3 x 3!)

EJERCICIOS MISCELANEOS DE MATRICES Y DETERMINANTES.

54. [8, cf p. 28] El anillo de los cuaterniones. A partir de las matrices E, I del ejercicio 24. defina
ahora las siguientes cuatro matrices de orden cuatro:

‘ I 0 0 I

j_[o —I]’ k—[l 0}' (31)

[E 0 o -E
°lo E|° ' IlE 0|

R S T U
Q = {ZZZZQTStuerisjtku D Qpsty, € R, Ra Sa TyU € NO} . (32)

r=0 s=0 t=0 u=0
Considere el conjunto C' equipado con la suma y la multiplicacién usuales de matrices con e
7% = k° = e. Evidentemente Q C M (4 x 4,R) y e es la matriz identidad de 4 x 4.

(a) Para u,v € Q y o, 8 € R, {se cumple au + v € Q, uv € Q?

(b) Determine @ en cuanto espacio vectorial real. En particular, jcudl es la dimensién del espacio
vectorial real Q? Hint: Verifique que ij = k = —ji, jk =i = —kj, ki = j = —ik, i* = j2 = k? = —e.
(c) {Qué forma especifica tienen todas las matrices A € Q.

(d) Para w, z € @ cualesquiera, jse cumple wz = zw?

(e) Si z € Q no es la matriz nula de M (4 x 4,R), ;puede Ud. determinar z~1?

Los cuaterniones fueron inventados por Sir William Rowan Hamilton (1805-1865), célebre mateméti-
co y fisico irlandés. Poseen numerosas e interesantes propiedades matematicas que han sido aplicadas
con éxito a variados problemas de la Fisica y la Ingenieria. Recientemente los cuaterniones han per-
mitido optimizar ciertos métodos de la computacién grafica. jExplore la www a este respecto! Atun
a riesgo de revelar la solucién de las preguntas precedentes, * conviene notar que un cuaternién
cualquiera se puede escribir en la forma:

Defina:

0_ .0 _

=1

q=ae+ Bi+vyj+0k. (33)
El nimero real N(q) = o + 3% +~% + 62 se llama norma del cuaternién ¢. El cuaternion:
q" = ae— fBi—yj— 0k (34)

se denomina conjugado de q. Es claro que ¢** = q.
* ok -1 _ _1 * o3
= = = ", .
(f) Compruebe que q¢* = ¢*¢ = N(q)e y concluya que ¢ N(g ¢ siempre que ¢ # 0
(g) Verifique que N(pg) = N(p)N(q) para todo p,q € Q.

55. Considere la matriz Hilbertiana A = [1/(i +j — 1)];<; j<,» n € N.

P
(i) Escriba un programa para MATLAB que calcule la matriz B = Y (}) (gzi})A”_k . Los datos de
k=1

entrada son, desde luego, n,p € N.

(ii) Escriba un programa para MATLAB que, dados n,p € N, calcule los determinantes de las
matrices Ay B.

(iii) Se dice que A € C es un valor propio de una matriz M de n x n ssi det (M — A\I,) =0, donde
I,, es la matriz identidad de n x n. Escriba un programa para MATLAB que, dados n,p € N, con n

4Con el consiguiente riesgo de arruinar la aplicacién del antiquisimo principio pedagégico (jel gran Sécrates,
490-399 AC, ya lo aplicabal) que privilegia el aprendizaje por el descubrimiento activo y personal, muy lejos
por encima de las execrables pero lamentablemente populares “paltas”.
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pequeno, calcule los valores propios de las matrices A y B. ;Qué algoritmo usard para calcular las
raices de la ecuacion algebraica resultante? Investigue en la literatura y fundamente adecuadamente
el algoritmo que aplique.

56. Sea A = [a;;] € M(n x n,K). Sea A;; la matriz que resulta de A al eliminar su i-ésima fila y su
Jj-ésima columna. Evidentemente, A;; € M((n —1) x (n — 1),K).
a) Demuestre que:

Z(—l)lﬂaij det(A;;) = Z(—l)lﬂaij det(A;;) paratodo 1<i,57<n.

j=1 i=1
Entonces el determinante det A de A puede definirse recursivamente mediante:

n n
detla) =a (n=1), det A = Z(—l)“'jaij det A;; = Z(—l)”jaij det A;;, 2<neN
j=1 i=1

para cualquier ¢ 6 j, 1 <i,j < n. Estas férmulas corresponden al llamado desarrollo de Laplace para
el determinante. Nétese que [a] € M (1 x 1,K). Paran = 1, n = 2, n = 3, el algoritmo precedente
conduce a las conocidas férmulas:

ail a2
det[ai;] = a1, det = Q11022 — 411023
asy a2

ailp a2 a13
det | ag1 ag ags = (11022033 — (11023032 + 013021032 — 13022031 + 012023031 — (12021033
asr azz a22

Observando las férmulas precedentes varios astutos terrdqueos del siglo XIX llegaron a conjeturar:

det A = Z Sgnaﬁaw(i) (det)
i=1

ceS,
donde &,, es el conjunto (jes un grupo!) de las n! permutaciones de {1,2,...,n} y sgno es el signo de
la permutacién o, i.e., +1 si el menor nimero de transposiciones (intercambio de pares adyacentes)
necesarios para llegar de {1,2,...,n} a {0(1),0(2),...,0(n)} es par, y —1 en caso que este menor

numero sea impar.
b) Demuestre la férmula (det).
¢) Demuestre que det(A B) = det A det B, A, B € M(n x n,K).
d) Considere det A como funcién de las columnas (resp., de las filas) de la matriz A € M(n x n,K),
ie.
A det A =det(al,...,a") (A detA=det(ay,...,a,)), AecM(nxn,K),
donde a’ = j-ésima columna de A, 1 < j < n (resp., donde a; = i-ésima fila de 4, 1 < i < n).
Verifique que el funcional det : M (n x n,K) — K:

(i) es multilineal, i.e., lineal en cada uno de sus argumentos,
(ii) es alternante, i.e., cambia de signo al intercambiar dos de sus argumentos,
(iii) estd normalizado por det(I) =1, donde I € M(n x n,K) es la matriz identidad.

Demuestre que si

A §(A) = glal,....a") (A §(A) = Blan, ... .an), A€ M(nxnK),
es una aplicacién que posee las propiedades (i), (ii), (iii), entonces ¢ coincide con la funcién deter-
minante.

(e) Escriba programas para MATLAB que permita calcular, a bruta forza, tanto mediante el desa-
rrollo de Laplace como por medio de la férmula combinatorial (det), determinantes de matrices de
hasta 10 x 10. Determine las complejidades de sus programas. Més adelante veremos estrategias mas
astutas para calcular determinantes.
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57. [7, 0.4.5-6, p. 13] Demuestre:

a) rank A < min{m, n} para toda matriz A € M(m x n,K).

b) El rango “rank” de la matriz resultante de eliminar filas y/o columnas de una matriz dada, no
puede ser mayor que el rango de la matriz original.

c) rank A 4+ rank B — k < rank A B < min{rank A,rank B}, A € M(m x k,K), B € M(k x n,K).
d) rank(A + B) <rank A +rank B, A,B € M(m x n,K).

e) (Frobenius) rank(AB) 4+ rank(BC') < rank B +rank(ABC), A€ M(m x k,K), B € M(kxp,K),
C e M(p x n,K).

f) rank A* = rank AT = rank A =rank A, A € M(m x n,C)

g) Si A e M(mxmK)y C € M(n x n,K) son no singulares, y B € M(m x n,K), entonces
rank(A B) = rank B = rank(B C) = rank(A B C).

h) Si A,B € M(m x n,K), entonces rank A = rank B si y sélo si existen matrices no singulares
X e M(mxm,K)Y € M(n x n,K) tales que B = XAY.

i) rank(A*A) = rank A, A € M(m x n,C)

j) Si A € M(m x n,K) tiene rango rank A = k, entonces existen matrices X € M(m x k,K),
Y e M(kxnK)y Be M(kxk,K), con B no singular, tales que A = XBY. En particular, toda
matriz A de rango rank A = 1 puede escribirse siempre en la forma A = 2y’ con z € K™ e y € K"
(téngase presente la convencién de considerar los vectores como vectores columna).

1 25 05
58. ;Para qué valores de las constantes ¢y d la matriz |0 0 ¢ 2 2| tiene rango 27
00 0 d 2

Solucién: Para mayor comodidad escribamos en este ejercicio los vectores de R? como vectores-fila.
Sea fr = [fr1, fr2s fe3 fra, frs] € R3 la k-ésima fila de la matriz dada, k = 1,2,3. Puesto que
fir =1 fia =2y fo1 = fao = f31 = f32 =0, es claro que f1 & Ez3 := (f2, f3)r = espacio
vectorial real generado por fy vy f3. Luego, para que la matriz dada tenga rango 2 es necesario y
suficiente que fa y f3 sean 1.d. Para que ésto ocurra, en vista de f31 = 0, es necesario y suficiente
quec=0yd=2. [ |
59. [7, 0.5, p. 14] Sea A € M (n x n,K). Demuestre que las siguientes propiedades son equivalentes:
a) A es no singular, i.e., Az =0siy sélosiz=0¢€ K"

b) A~! existe, i.e., A es invertible: AA~! = A=A = I, donde I € M(n x n,K) es la identidad.

c) rank A = n.

d) Las filas de A son linealmente independientes.

e) Las columnas de A son linealmente independientes.

f) det A#0.

g

) La dimensién del espacio range A = {Az : x € K"} es n.
h) La dimensién del nicleo ker A = {z € K" : Az = 0} es n.

Las matrices no singulares de dimensién n forman un grupo llamado grupo lineal general que se
denota por usualmente por GL(n,K).

60. Demuestre o refute: la inversa de una matriz triangular superior cuadrada también es una matriz
triangular superior cuadrada cuyos coeficientes de la diagonal son los reciprocos de los coeficientes
de la diagonal de la matriz original.

61. Sea A € M(n x n,K). Considere A particionada en la forma:

A=A A M) =12 con mtma=n

Suponga que A, A1 y Ago son invertibles. Demuestre:

Al — [ [A11 — A12A2_21A21]_1 A1_11A12[A21A1_11A12 — Ago] ™t
[Ag) A At — Agg] ™t A9y AT [Agg — Agi AT Agg] ™! ’

donde se supone que las submatrices [ - -| también son invertibles.
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10<j<n—1
62. Las matrices de Vandermonde V,,«, de n X n se definen como V = [33@] 0 como la
1<i<n
transpuesta de esta matriz, donde z; € C, 1 < i < n. Demuestre o refute: det Vy,»,, = [[(z; — ;).
i<j

Determine una condicién general que garantice que V,, x, es invertible. Escriba un mini-programa de
MATLAB que permita calcular el referido determinante.

63. [8, cf. p. 58, ejemplo 4] Demuestre o refute:

a+ T a a
a a+xo ... a a a a
det : : . =x1x9...2p |1+ —4+—+--4+— | .
. . t. a :1:1 x2 an
a a R A )

64. Demuestre o refute: Toda matriz triangular unitaria es diagonal.

65. Sea A € M(m x m,C) una matriz hermitiana. Un vector propio de A es un vector no nulo
x € C™ tal que A.x = Az para algtn escalar A € C; tal escalar A se llama entonces valor propio de
A. Demuestre o refute:

a) todos los valores propios de A son reales,

b) si x e y son vectores propios correspondientes a valores propios distintos de A, entonces = e y son
ortogonales.

66. Sea S € M (m x m,C) una matriz anti-hermitiana (skew-hermitian), i.e., S* = —S. Demuestre

o refute:

a) Los valores propios de S son nimeros imaginarios (puros).

b) I — S es no singular.

¢) La llamada transformada de Cayley de S, definida mediante Q = (I —S)~'(I +5), es una Hiatriz
+ s

— S

unitaria. Nota: esta transformacion es el andlogo matricial de la transformacién de Mdébius s —

del Analisis Complejo, que transforma el semi-plano izquierdo de C sobre el disco unitario ID.

67. Ref.: Eric W. Weisstein. "Hadamard Matrix.” From MathWorld—-A Wolfram Web Resource.
http://mathworld.wolfram.com/HadamardMatrix.html

Una matriz de Hadamard es un tipo de matriz cuadrada cuyos coeficientes son todos £1. Estas
matrices tienen muchas aplicaciones en las ciencias de la computacion, por ejemplo, en la construcciéon
de cédigos correctores de error, en particular, el cédigo Reed-Miiller.

Esta nocién fue inventada por Sylvester (1867) bajo el nombre de pavimento analagmdtico, > 26
anos antes que Hadamard (1893) estudiara el concepto. En una matriz de Hadamard, si se colocan
contigiiamente dos filas (resp., dos columnas) cualesquiera, la mitad de las celdas contigiias tienen el
mismo signo y la otra mitad el signo contrario. Nétese, ademads, que una de las filas (resp., columnas)
correspondiente a un borde de la matriz de Hadamard consiste solamente de +1’s. En cada una de
las demés filas (resp., columnas), la mitad de las celdas corresponde a +1 y la otra mitad a —1.

A veces, las matrices de Hadamard se consideran como una representacion de un embaldosado donde,
usualmente, los 4+1’s corresponden a baldosas negras y los —1’s a baldosas blancas.
Una definicién equivalente (jmés matematical) de las matrices de Hadamard H,, viene dada por la
ecuacion:

H, HI =nI,, (35)
donde I,, es la matriz identidad de orden n, n € N.

Ejercicio. Intente resolver computacionalmente esta ecuaciéon matricial para algunos valores pe-
quenos de n. La idea a explorar es, para un determinado n, construir todas las matrices cuadradas
de +1’s, decidiendo en cada caso si satisface o no la ecuacién (35). Evidentemente se trata de un

"Del gr. &My} = cambio. Literalmente: sin cambio. En Mateméticas se dice que una estructura es
analagmdtica si es invariante con respecto a inversiones.
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método de bruta forza del cual no puede esperarse que sirva para valores grandes de n. Examine
hasta qué n puede llegar Ud. y explore alternativas algoritmicas que permitan mejorar el método.
i, Cual serfa la complejidad de su algoritmo en funcién de n?

El problema de Hadamard del mdximo determinante consiste en hallar una matriz H,, = [aij] de
orden n con a;j € Cy |a;j| <1 cuyo determinante, en valor absoluto, es maximo.

Teorema 1. (Brenner, 1972)% Una matriz de Hadamard de orden n resuelve el problema de Hada-

mard del mdzrimo determinante de orden n. El mdxrimo valor del determinante correspondiente es
n/2
n'"'=,

Ejercicio. Explore computacionalmente la validez de este teorema.

En general, las matrices de Hadamard de un determinado orden no son tunicas.

Teorema 2. (Sloane; Wolfram, 2002)7 El mimero Ny, de las matrices de Hadamard de orden 4n
viene dado por:

n 12| 3| 4| o6| 6 7
dn | 4181216 20| 24| 28
Ny |11 1| 5] 3|60] 487

Ejercicio. Verifique computacionalmente la validez de este teorema y estudie la posibilidad de
extender la tabla precedente a valores de n mas grandes.

Se sabe que si H es una matriz de Hadamard de dimensién m > 2, entonces m debe ser un multiplo
de 4, pero todavia (hasta el ano 2005) no se sabe si para todo multiplo de 4 existe una matriz de
Hadamard.

Conjetura 1. Para todo n divisible por 4 existen matrices de Hadamard H,,.

Hacia 1993 esta conjetura habia sido verificada hasta n < 428.8 Sawade (1985) construyé Hyss.? En
el afo 2004 Kharaghani y Tayfeh-Rezaie construyeron una matriz Hysg,'? dejando el menor orden
desconocido en 668. No obstante, la demostraciéon de la conjetura general continia siendo (hacia
2005) un importante problema abierto de la teoria de cédigos.

Ejercicio. Explore la validez de la Conjetura 1.

Fl siguiente algoritmo recursivo permite construir matrices de Hadamard para cualquier dimension
m = Qk, k € Np:

o o H2k H2k

Hy=1[1], Hopy1 = |:—H2k H2k:| .

Por ejemplo:

-1 [1] -1 1 __[_11 ﬂ [_11 ﬂ :—11 :1 _11

5Brenner, J. and Cummings, L. The Hadamard Maximum Determinant Problem. Amer. Math. Monthly
79, 626-630, 1972.

"Sloane, N. J. A. Sequences A007299/M3736, A046116, and A074070. In The On-Line Encyclopedia of In-
teger Sequences. http://www.research.att.com/~njas/sequences/. Wolfram, S. A New Kind of Science.
Champaign, IL: Wolfram Media, p. 1073, 2002.

8van Lint, J. H. and Wilson, R. M. A Course in Combinatorics. rm New York: Cambridge University Press,
1993.

9Sawade, K. A Hadamard Matrix of Order-268. Graphs Combinatorics 1, 185-187, 1985.

10Kharaghani, H. and Tayfeh-Rezaie, B. A Hadamard Matriz of Order 428. Preprint, 2004.
http://math.ipm.ac.ir/tayfeh-r/papersandpreprints/h428.pdf.

ng[[m [1]]5[1 1]7 H, = [_11 ﬂ [_11 ﬂ _11 1 _11

el T

G. HERNANDEZ + O. ORELLANA + L. SALINAS/ COMPUTACION CIENT{FICA I/20 DE MARZO DE 2007



UTFSM, G. Hernandez + O. Orellana 4+ L. Salinas, 2007 22

Maés generalmente, si se conoce las matrices de Hadamard H,, y H,, entonces la matriz de Hadamard
H,,,, se puede construir reemplazando todos los +1’s de H,, por H, y los —1’s por —H,, y luego
eliminando los delimitadores de las matrices +H,, internas.

Ejercicio. Verifique que los algoritmos descritos generan matrices que satisfacen la ecuacion (35),
de modo que éstas son efectivamente matrices de Hadamard. Inversamente, verifique que para n <
100 las matrices de Hadamard de orden n = 12, 20, 28, 36, 44, 52, 60, 68, 76, 84, 92, y 100 no se
pueden construir por esta via a partir de matrices de Hadamard de orden menor.

68. Estudie el problema de diagonalizar la matriz A =

—_ =
— ==
— =

Solucion: Estudiaremos el problema en R. Primeramente determinemos el polinomio caracteristico
de A:
1-—A 1 1
p(A)=det| 1  1-X 1 | =XB-)\).
1 1 1—A
Luego, los valores propios de A son A=0y A = 3.
Los vectores propios z € R? asociados al valor propio A = 0 vienen dados, entonces, por la ecuacién:

1-0 1 1 T 1 1 1| (=
1 1-0 1 zo| = |1 1 1| |z9| =0, ie: x1+a9+x3=0.
1 1 1—-0( |x3 1 1 1| [x3

Luego, el espacio propio Ey asociado a A = 0 viene dado por Ey = {[s,t,—s — t]T : st € ]R}.
Claramente dim Ey = 2.
Anélogamente, los vectores = € R3 asociados al valor propio A = 0 vienen dados por la ecuacién:

1-3 1 1 T1 -2 1 1 1 -1 0 1| |z
1 1-3 1 rl=11 -2 1 2| =10 =1 1| |x2| =0.
1 1 1-3 I3 1 1 —2 T3 0 0 0 T3

Luego, la dltima igualdad se reduce a 1 = x3 y x2 = x3. Por consiguiente, el espacio propio Ej3
asociado a A = 3 viene dado por E3 = {[t, tt]" i te R}. Claramente dim F3 = 1.

Seleccionando tres vectores 1.i. cualesquiera de los espacios propios Ey y E3 (obviamente, dos de Fy
y uno de FE3) se puede construir una matriz P que diagonalice A. En efecto, eligiendo:

S1 S92 t3
P = 1 to ts| , con detP = 3t3(81t2 — Sgtl) #0, st €R,
—s1—t1 —sp—1l2 t3
se tiene:
82t3 + 2t2t3 —282t3 - tgtg 82t3 — t2t3
pl=__ —s1ty — 2t1ts  2s1t3 + ity —sits +tits
det P —89t1 4+ s1t2 —sS2l1 + S1ta —sat1 + S1i2

La matriz P verifica entonces:

PtAP =

oS OO

0
0
0

w o O

que es la forma diagonal que se desea obtener.

Nota: Los resultados precedentes fueron obtenidos con Mathematica (TM). Cualquier solucién par-
ticular (seleccionando los pardmetros s;,t; de modo que det P # 0) es aceptable. ]

69. Considere el operador de transposicién T' sobre el espacio M (2 x 2,R) de las matrices de 2 x 2
con cueficientes reales.
(a) ;Es T una transformacion lineal?
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(b) ;Se puede expresar el operador 7" mediante una matriz? En otras palabras, jexiste una matriz
My tal que AT = My A para toda matriz A € M (2 x 2,R)?

Solucién: (a) Evidentemente, (oA + BB)T = aAT + 3BT, para todo a,3 € R y todo A, B €
M (2 x 2,R). Luego, el operador T es una transformacién lineal sobre M (2 x 2, R).

(b) Si se considera My € M (2 x 2,R), la respuesta debe ser negativa. En efecto, si Mp = [Z Z y
_la b ) . T . a c| |ua+ve ub+wvd| .
A= [c d]’ entonces debria cumplirse A* = M7A, i.e., [b d} = [wa Yz wh+ xd]’ ie.
a c 0 0] |u a a c 0 0
0 0 a c||v| |0b 0 0 a c|| _ 2
b d o ol lwl = lel donde det b 40 ol = —(bc — ad)*.
0 0 b d| |=x d 0 0 b d
Cuando el determinante de este sistema es distinto de cero se tiene:
ad — c? a(—b+c) d(b—c) ad — b?
u = , U= y W= y T = :
ad — be ad — be ad — bc ad — bc

Luego, u,v,w,z son funciones no constantes de los coeficientes a, b, c,d de la matriz A. Dado que
los coeficientes a, b, ¢, d deben recorrer libremente el conjunto R, no puede existir una (1nica) matriz
Mz € M(n x n,R) tal que AT = MrA para toda matriz A € M(n x n,R).

d

[a, b, c, d]T, es inmediato que hay una matriz de permutacion P que realiza la transposicién ma-
tricial. En efecto:

No obstante, si se identifica M (2 x 2,R) con R* mediante el isomorfismo “trivial” [i b}

a 1 0 0 0] |a a
_la b b 0 0 1 Of |b] _|c a c| 7
A‘[cd}_’c_}0100c_b_>[bd]_f4
d 00 0 1f |d d

Luego, con la identificacién aludida, la transposicién queda representada por la matriz de permuta-
ciéon P € M (4 x 4,R) precedente.

70. Sean By = {v1,v9,v3} y By = {wy,ws, w3} bases de R3. Sea T': R® — R3 una transformacién
lineal tal que T'(vy) = wy — 3ws, T'(vy) = w1 — 2wy, T'(v3) = 2we — 3ws. Determine la matriz Ap de
la transformacién T con respecto a las bases By y By de R3.

Solucion: Para todo a, 3,7 € R se tiene:

T(avy + Pvg +yv3) = a(w1 — 311)3) + ﬂ(wl — 2w2) + ’y(2w2 — 3ws)
= (a + ﬂ)wl + (_25 + 2’}’)202 + (—304 — 3’}/)203 )

11 0
Luego, Ar =0 -2 2 |. [ |
-3 0 =3

71. Sean E, I espacios vectoriales de dimensiones finitas n, m respectivamente sobre un cuerpo K.
Sea L(E, F') el conjunto de todas las aplicaciones (funciones) lineales ¢ : E — F.

(a) Defina una estructura de espacio vectorial sobre L(E, F).

(b) Determine la dimensién de L(E, F).

Solucion: (a) La definicién usual es:
(ap + b)) () == ap(z) + bib(z), Ve FE, Ve,ope€ L(E,F), Va,beK. (36)

También como es usual, se hace notar que las operaciones lineales en el segundo miembro de (36) se
efectian en el espacio vectorial F', de modo ap + by : E — F' estd bien definida. La verificacién que
ap + by € L(E, F) es inmediata.
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(b) Consideremos bases {z1,...,2,} € {y1,...,ym} de E y F, respectivamente. Para A =1,...,ny
o=1,...,m definamos las aplicaciones cpé : EF — F mediante:

. n
Ao\ ) Yoo SEA=V, A v A v
cpo(x,,).—{o’ ALy cp(,(Elaa:,,) g a’ o)z, = aty,, a €K.
V=

Obviamente ) es lineal, de modo que ¢} € L(E, F) paratodo A\=1,...,nyoc=1,...,m

m

Sea ahora ¢ € L(F, F) una aplicacién lineal cualquiera. La expresion p(z)) = > By A=1,...,n,
=1

define univocamente los mn coeficientes 3. Entonces, para todo A = 1,...,n, se tiene:

E'Ms

v=1

S

Luego, ¢ = Z Z By ¢, 1.e., el sistema de funciones ¢, genera el espacio vectorial L(E, F).
p=1lv=

La verificacién que el sistema de aplicaciones lineales ¢}, es linealmente independiente sigue el mismo

i Boy ) () =p(zr) - i i Bup ()

m n
esquema. En efecto, suponiendo que > Y 4f gpz = 0 para ciertos coeficientes 7/ € K, entonces para

p=1lv= 1
m n
cada z) se tiene 0 = > > %‘fgo;(x)\) E Y\yu, de donde resulta 5 = 0 para todo p =1,...,m
p=1 V—l u=1
pues los y, son Li. Luego, 7\ = 0 para todo = 1,...,m y todo A = 1,...,n, ie., el sistema de

funciones jju es Li.
Por consiguiente, {¢}, : p=1,...,m; v=1,...,n} es una base de L(E, F) y

dim L(E,F) =mn=dimE x dim F'. (37)

Notas: (i) Ejercicio resuelto en la clase del 15.04.2003.

(ii) La base {¢};} de L(E, F) se llama base inducida por las bases de E'y F.

(iii) Una demostracién alternativa del resultado (37) recurre al isomorfismo “trivial” entre L(E, F')
y M(m x n,K). En efecto, la aplicacién lineal ¢}, con referencia a las bases {z,};_; e {y,};, de

E'y F respectivamente, queda representada por la matriz M, = [5f 5,{] € M(m x n,K), donde

)

52 es el conocido simbolo de Kronecker. Esta identificacién define, evidentemente, un isomorfismo

L(E,F) — M(m x n,K). Dado que las matrices [5f 51],} ~ constituyen obviamente una base del
Z7J

espacio vectorial M (m x n,K), se tiene dim L(E, F) = dim M (m x n,K) = mn. ]

72. (Ref.: Prof. Dr. H. Wimmer, Nachklausur zur Einfithrung in die lineare Algebra, Aufgabe 1.
Mathematisches Institut, Universitat Wiirzburg, April 2003.) (i) Sea T un tetraedro regular de
lado a. Calcule la longitud de una altura de T'. ;Qué dngulo forman dos alturas cualesquiera de 17

(i) Sean x,y € R3 dos vectores de norma unitaria y sea a el 4ngulo que subtienden. Demuestre que
|z = yll = 2|sin(a/2)|.

73. (Ref.: Prof. Dr. H. Wimmer, Nachklausur zur Einfithrung in die lineare Algebra, Aufgabe 2.
Mathematisches Institut, Universitdt Wiirzburg, April 2003.) Sea A una matriz ortogonal de 3 x 3
con coeficientes reales y determinante positivo. Demuestre o refute: 1 € o(A), donde o(A) denota

el spectrum o conjunto de los valores propios de A. Suponga que —1 € o(A). Determine A1, Ag, A3
tales que det(sI — A) = (s — A1) (s — A2) (s — A3).
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74. (Ref.: Prof. Dr. H. Wimmer, Nachklausur zur Einfithrung in die lineare Algebra, Aufgabe 3.
Mathematisches Institut, Universitdt Wiirzburg, April 2003.) Sean

Elz{:nz[a:l,:ng,:Eg]T : 5:L'2—12l‘3:0} , EQZ{JL': [z1, 29, z3])7 : x1+2x2—2x3:15} ,

dos planos en R3 y G = {7‘ 2, -1,1]7 : 1¢ R} una recta. Determine todas las esferas S tangentes
a By y Ey cuyos centros yacen en la recta G.

75. (Ref.: Prof. Dr. H. Wimmer, Nachklausur zur Einfithrung in die lineare Algebra, Aufgabe 4.
Mathematisches Institut, Universitat Wiirzburg, April 2003.) Considere el conjunto M = {k €
N:1<k<11}.

(i) Encuentre todas las permutaciones m de M tales que (3)m = 10, (10)7 = 3, (7)m = 7, y poseen
exactamente 3 Orbitas.

(ii) Sea o una permutaciéon de M con exactamente 5 6rbitas. Sea ¢ = (2,5,11) = (2,5)(2,11).
Demuestre o refute: el niimero de érbitas de o es 5,3 6 7.

76. (Ref.: Prof. Dr. H. Wimmer, Nachklausur zur Einfithrung in die lineare Algebra, Aufgabe 5.
Mathematisches Institut, Universitdt Wiirzburg, April 2003.)

12 3 45
3 45 21
los vectores unitarios de R®. Sea A una matriz definida por A.e; = €(i)x- Determine el polinomio
caracteristico de A.

Considere la permutacién © = < > Sean e; = [1,0,0,0,0]7,...,e5 = [0,0,0,0,1]7,

77. (Ref.: Prof. Dr. H. Wimmer, Nachklausur zur Einfithrung in die lineare Algebra, Aufgabe 6.
Mathematisches Institut, Universitit Wiirzburg, April 2003.) Sean a, b, c € R3. Demuestre o refute:
(axb,(bxc)x(cxa))= (det[alb|d])?.

TEORIA ESPECTRAL ELEMENTAL DE MATRICES.

78. [10, p. 397, ex. 7] Sea C € M(n x n,R) y f(z) = (27Cx)/(x"x) para todo z € R™\ {0}.
Demuestre que Z € R™ es un punto estacionario de f si (jy sélo si?) T es un vector propio de
$(C + CT) con valor propio f(2).

79. [6, p. 305, exs. 7, 8] Encuentre (si es que existen) matrices unitarias que diagonalizan las matrices:
1 =10 4 10 le é 8 8 0 2 4
0 P R A BECH O Y
00 -1 3
A 0

80. [7, p. 37, ex. 4] Considere la matriz diagonal por bloques A = [ ] con A;; € M(m; x

m;, C), i = 1,2. Demuestre que los valores propios de A son los valores propios de Aj; junto con los
valores propios de Ags.

81. [7, p. 42, ex. 2] Considere matrices A € M(mxn,C)y A € M(nxm,C). Demuestre que tr AB =
tr BA, donde tr es el operador de traza. Use este resultado para probar que para A € M(n x n,C)
cualquiera y S € M(n x n,C) no singular, se tiene tr S~'AS = tr A. Se dice que la transformacién
A +— S71AS es una transformacion de similitud v que la matriz S~YAS es similar a la matriz A.
El resultado precedente dice, entonces, que la traza es un invariante de similitud. El determinante
es, obviamente, un invariante de similitud (Why, dear student?).

82. [7, p. 43, ex. 4] Sea A € M(n x n,C) y sea A; la submatriz (principal, i.e, su diagonal esta
contenida en la diagonal de A) de A obtenida al eliminar la fila ¢ y la columna i de A, 1 < i < n.
Sean pa y pa, los polinomios caracteristicos de las matrices A y A;, respectivamente. Demuestre:

Gralt) = (o).
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83. [7, p. 43, ex. 7] Mediante puro pensamiento (ayuddndose quizds de papel y ldpiz), obtenga el
polinomio caracteristico de matrices tridiagonales de n x n de la forma

110 .- 000
111 .- 000
o011 -.-- 000
Tn=1: 1 Do
000 ---110
000 - 111
o000 - 01 1}

84. [8, p. 60, §3.1] Sea A = [a;;] € M(n xn,K), donde K=7,K =Q, K=R 6 K = C son opciones
populares. Como el lector sabe, el polinomio p4(A) = det(A — A), A € C, donde I € M (n x n,K) es
la matriz identidad, es el llamado polinomio caracteristico de la matriz A cuyo estudio da origen a la
teoria espectral de matrices y a los métodos espectrales, que juegan un papel crucial en la Ingenieria.

(a) Es facil ver que degps =n y:
pa(N) =det(\ — A) = A" —tr AN oo 4 (=1)"det A, (38)

esto es, que los coeficientes de A, A"~ !y A% son 1, —tr A y det A, respectivamente. Demuestre estos
resultados.

(b) Como se sabe, dos matrices A, B € M(n x n,K) se dicen similares o semejantes si existe una
matriz invertible X € M(n xn,K) tal que A = X' BX; entonces se anotard A ~ B. Evidentemente,
la relacién de semejanza o similitud de matrices ~ es una relaciéon de equivalencia que particiona el
conjuto M (n x n,K) en clases de equivalencia. Demuestre este resultado.

Un problema importante de la teoria de matrices consiste en caracterizar estas clases de equivalencia.

(c) El rango y los polinomios caracteristicos de matrices similares coinciden. En particular, las
matrices similares tienen valores propios, trazas, y determinantes iguales. La aserciones reciprocas

no son vélidas; para verificar ésto, considere, por ejemplo, las matrices A = [8 é] y B = [8 8]

Demuestre todos estos resultados.

(d) (TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON) ' 12 Toda matriz es rafz de su polinomio caracteristico,
esto es, p4(A) = 0. Demuestre este resultado.

(e) El polinomio minimo m4(X\) de una matriz A € M(n x n,K) se define como el polinomio de
menor grado y coeficiente principal (el coeficiente de A™) igual a 1, para el cual la matriz A es una
raiz. El polinomio minimo m4(\) es tnico y divide (exactamente) al polinomio caracteristico p4(A).
Demuestre este resultado.

(f) Si las raices caracteristicas de A € M(n x n,K), esto es, los valores propios de A, son todas
distintas entre si, entonces pa(A) = (—=1)"ma(A). Demuestre este resultado.

(g) Demuestre que los valores propios de AP son ¥, Ab. ... AL, donde A1, Aa, ..., \, son los valores
propios de A y p € N, sin importar si los A;’s son distintos. Verifique, ademas, que este resultado
también es vélido para p € Z cuando A es no singular.

85. [11, p. 301, exs. 17, 18, 20] Verdadero o falso, dando sélidas razones:
(a) Una matriz invertible no puede ser similar a una matriz singular.

HARTHUR CAYLEY (1821-1895) Né & Richmond (Angleterre) de marchands anglais établis & Saint-
Petersbourg, Cayley a vecu en Russie jusqu’a I’age de huit ans. Il passa les années 1838-1849 au college
de la Trinité & Cambridge, étudiant les mathématiques et le droit et fut appelé au barreau, en 1849. Depuis
1863, il détint la chaire de mathématiques pures de Cambridge. [3, Tome II, p. 435]

2WiLLiaM RowAN HAMILTON (1805-1865) Né & Dublin (Irlande), Hamilton entra, en 1823, au college
de la Trinité a Dublin et fut nommé enl1827, alors qu’il ndvait obtenu aucun diplome, astronome ruyal de

Pobservatoire de Dunsink. En 1832, il devint membre de 1Académie royale irlandaise et fut son président de
1837 4 1845. [3, Tome II, p. 441]
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b) Una matriz simétrica no puede ser similar a una matriz no simétrica.
¢) A no puede ser similar a —A, a menos que A = 0.
) A no puede ser similar a A + 1.
) Si B es invertible, entonces AB y BA tienen los mismos valores propios.
) Si A es similar a B, entonces A? es similar a A2
A%y B? pueden ser similares (atin) cuando A y B no lo son.

3 0 . 3 1 30 . 31

[0 4} es similar a [0 ‘J pero [0 3] no es similar a [0 3} .

j) Si en una matriz A permutamos sus filas 1 y 2 y luego permutamos las columnas 1 y 2, entonces
os valores propios permanecen inalterados.

[—

86. Encuentre los polinomios caracteristicos, los polinomios minimales, los valores propios y los
vectores propios de las siguientes matrices:

01000 01000 -1 3 0 3 0 1 V30 0 0
00100 00100 -1 3 1 3 0 V3 =10 0 0
00010/, |Tt0oo0O0O0O, |1 -1 -2 00, 0 0 1 0 0
00 0 0 1 00001 1 -1 -1 -1 1 0 0 0 v2 o0
10000 00010 0o 0 0 0 1 1 0 0 0 —v2

87. [7, p. 43, ex. 7] Mediante puro pensamiento (ayudéndose quizas de papel y ldpiz), obtenga los
polinomios caracteristicos y minimal de las matrices tridiagonales T}, de k x k de (39).

110 --- 0200 N 1.0 - 0 0
111 -- 000
011 .- 000 0 A1 00
00 A -+ 00
Te=|: oo Ju(A) = S - (39)
000 --110 000 - x 1
000 --- 111 000 - 0 A\
000 - 0 1 1] L J

~—

Una matriz de la forma de la matriz Ji(\) en (39) se llama célula o bloque de Jordan.

FormAs CANONICAS (SCHUR Y JORDAN).
88. EL TEOREMA DE TRIANGULARIZACION UNITARIA DE SCHUR. [7, p. 79, §2.3]

Teorema 3. (SCHUR). '3 Sea A € M(n x n,C) con valores propios A1, As,...,\1 en cualquier
orden prescrito. Entonces existe una matriz unitaria U € M(n x n,C) tal que U*AU =T = [t;;]
es una matriz triangular superior con diagonal ti; = A, 1 = 1,2,...,n. En otras palabras, toda
matriz cuadrada A es unitariamente equivalente a una matriz triangular superior cuyos coeficientes
en la diagonal principal son los valores propios de A en un orden que se puede prescribir. Si A €
M(n x n,R) y si todos los valores propios de A son reales, entonces U puede elegirse de modo que
sea real y ortogonal.

Demo. 0) La demostracién es algoritmica y recurre a una sucesién de reducciones del mismo tipo.

1) Sea (1) un vector propio normalizado de A asociado al valor propio ;. El vector no nulo =)
puede ser extendido a una base x(l),y(z),y(?’), . ,y(”) de C". Aplicando el procedimiento de orto-
normalizacién de Gram-Schmidt a esta base se obtiene una base ortonormal 21, 2(2) () ()

13[ssAT SCHUR (1875-1941) Né & Mogilev (Russie), J. Schur fréquenta ’école secondaire de Libau (Letto-
nie) et fit ses études universitaires a Berlin. Il enseigna & I’Université de Bonn (1911-1916), puis & Université de
Berlin jusqu’en 1935, quand il dut abandonner sa chaire. A Berlin il fut professeur de Don Roberto Frucht,

ancien professeur a I’'Université Technique Federico Santa Maria, a Valparaiso, Chili. Il se réfugia, en 1939, en
Palestine. [3, Tome II, p. 454]
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de C". Ahora interpretamos estos vectores ortonormales, ordenados de izquierda a derecha, como
las columnas de una matriz unitaria (why?) U;. Puesto que la primera columna de AU; es Az, un
célculo répido (jhdgalo please!) revela que
)\1 *
* J—
Ul AUl - |:0 A1:| .

2) La matriz Ay € M(n x n,C) tiene valores propios Aa, A3, ..., A\, (Why? This is very important!).
Sea (@ € C"1 un vector propio normalizado de Ay correspondiente al valor propio g, y repitamos
el mismo procedimiento descrito en 1) de modo que obtenemos una matriz unitaria Us € M ((n —
1) x (n—1),C) tal que:

\ A
U AUy = [02 XJ .

Sea Vo = [(1) U2]. Entonces las matrices Vo y U Vs son unitarias y:
)\1 * *
V;UfAUlVQ = O )\2 * ’
0 0 A

donde la matriz Ay € M(n x n,C) tiene valores propios A3, A4, ..., A, (Why? This is again very
important!).

3) Continuando este proceso de reduccién generamos matrices U; € M((n—i+1) x (n —i+1),C),
i =1,2,...,n — 1 y matrices unitarias V;, « = 2,3,...,n — 1. La matriz U = UiVoV5...V,,_1 es
unitaria y U* AU tiene la forma deseada. (jVerifique todo ésto!).

4) Si todos los valores propios de A € M(n xn,R) (note que ahora el cuerpo es R y no C como en los
pasos previos) son reales, entonces los vectores propios correspondientes pueden ser elegidos reales
y todos los pasos precedentes se pueden llevar a cabo en aritmética real. (jVerifique todo ésto!). O

OBSERVACION. 1) En la demostraciéon del Teorema 3. se puede reemplazar la frase “triangular
superior” por “triangular inferior” y el resultado sigue siendo vélido. Obviamente se obtendria una
matriz unitaria U diferente.

2) Las matrices U y T' del Teorema 3. no son tunicas. No solamente los coeficientes de la diagonal
principal de T (los valores propios de A) pueden aparecer en cualquier orden sino que, ademas,
los coeficientes sobre la diagonal principal pueden ser muy diferentes. Por ejemplo, las siguientes
matrices T} y T son unitariamente equivalentes (similares) por intermedio de la matriz unitaria U:

11 4 2 —1 3v2 L
T,=10 22, D=0 1 V2|, U=—1|1 -1 o0
00 3 0 0 3 \/500\/5

En general, muchas matrices triangulares superiores bien diferentes pueden estar en la misma clase
de equivalencia de similitud unitaria. Verifique estas aserciones.

Una version estrictamente real del Teorema 3. estd contenida en el siguiente

Teorema 4. Si A € M(n x n,R), entonces existe una matriz ortogonal Q € M(n x n,R) tal que:

Al ko
0 Ay -+ %

QTAQ = : : : e MnxnR), 1<k<n, (40)
0 0 - A

donde cada A; es una matriz real de 1 x 1 (cuyo tnico coeficiente es un valor propio real de A) o
bien una matriz real de 2 X 2 con un par de valores propios complejos conjugados (i.e., no reales) de
A. Los bloques diagonales pueden estar en cualquier orden prescrito.
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En general, no se debe esperar que se pueda reducir toda matriz real A a una matriz triangular su-
perior real mediante transformaciones de similitud reales (ni menos mediante similitudes ortogonales
reales) pues si ello fuera siempre posible, los coeficientes de la diagonal principal, que tendrian que
ser los valores propios de A, serian siempre reales y, como se sabe, ello no es asi: los valores propios
de matrices reales pueden ser no reales.

Tarea. Demuestre el Teorema 4. modificando convenientemente la demostracién del Teorema 3.,
como se sugiere a continuacién. Si A € R es un valor propio real de la matriz real A, entonces
existe un correspondiente vector propio real que se puede usar para “desinflar” A tal como en la
demostraciéon del Teorema 3. Si A = a + i € C es un valor propio no real de A y si Az = Ax,
T =u+iv#0 con u,v € R”, demuestre que Au = au — Bv, Av = aw + fu, AT = I\T, y que {z,T}
es un conjunto linealmente independiente. Deduzca que {u,v} también es un conjunto linealmente
independiente y aplique el procedimiento de Gram-Schmidt para obtener un conjunto ortonormal
real {w, z}. Si Q1 es una matriz ortogonal real cuyas primeras dos columnas son w y z, demuestre
que

ES ES ES
QTAQ = [+ * x|, Ae M((n—2)x (n—2),R),
0 0 A

de modo que se puede “desinflar” dos columnas de A de un solo “paragiiazo”. Observe que los
bloques diagonales A; correspondientes a cada valor propio real o a cada par de valor propio no reales
complejos conjugados, se pueden ordenar a voluntad. Note, ademads, que los bloques diagonales A;
no tienen nada que ver conceptualmente con los bloques de Jordan que se estudian en otro ejercicio
de esta tarea.

Tarea. Programe la triangularizacién unitaria de Schur, tanto para el caso complejo como para el
caso real. Verifique sus programas con algunos ejemplos no triviales.

89. UNA EXTENSION DEL TEOREMA DE TRIANGULARIZACION UNITARIA DE SCHUR [7, p. 90] La
siguiente extensién del Teorema de Schur juega un papel importante en la obtencién de la forma
canénica de Jordan de una matriz cuadrada dada.

Teorema 5. Supdngase que A € M(n x n,C) tiene valores propios \; con multiplicidades n;,

1 =1,2,...,k, y que los \;’s son distintos de a pares. Entonces A es similar a una matriz de la
forma

L, 0 -+ 0

0 T, --- 0

0 0 - Ty

donde T; € M(n; x n;,C) es una matriz triangular superior cuyos coeficientes de la diagonal son
todos iguales a A;, 1 = 1,2,..., k. Si A € M(n x n,R) y todos los valores propios de A son reales,
entonces el resultado sigue siendo vdlido y las matrices de similitud pueden escogerse reales.

Demo. 1) Primeramente apliquemos el Teorema de Schur 3. para exhibir una similitud unitaria de A
con una matriz triangular superior 7' = [t,s] y supongamos que hemos ordenado los valores propios
de A a lo largo de la diagonal principal de T de modo que t11 = A1, t22 = Ao, ..., tyn = An.

2) A continuacién aplicamos a T' una sucesién de transformaciones de similitud simples (no unitarias)
que introducen los 0’s por sobre la diagonal principal, sin alterar la diagonal principal ni la estructura
triangular superior de T'.

3) Sea E,s = [0;s] € M(n x n,C), donde 4,5 es el conocido simbolo de Kronecker, i.e., E,; es la
matriz de n X n cuyos coeficientes son todos nulos excepto aquel de la r-ésima fila y la s-ésima
columna, que es 1. Nétese que para r # s y « cualquier escalar, la matriz I + aF,¢ es no singular y
I+ aET,S)_1 =1 —aF,,.
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4) Por otro lado, un célculo directo demuestra que la transformacién de similitud inducida por
I+ aF,.s con r < s viene dada por:

T = +aE.) 'T(I+aE)=I—aE)T I+ aE,)

[t11 0 t1s-1 oty + 116 1,541 e t1n
0 o tr—l,s—l O4167“—1,7“ + ZL/r—l,s tr—l,s—i—l te ZL/r—l,n
0 o tr,s—l a(tr,r - ts,s) + tr,s tr,s-‘,—l - O41&8,54—1 te tr,n - ats,n
0 o ZL/s—l,s—l ZL/s—l,s ts—l,s—i—l te ts—l,n
0 T 0 ts,s ts,s-l—l T ts,n
0 - 0 0 0 tom
Noétese que T es una matris triangular superior idéntica a 1" excepto por los coeficientes t; ; con (i)
i=ryj=nrr+1,...,n,ie., los coeficientes de la fila r a partir de la columna s; y (ii) j = s e
i=1,2,...,7—1, ie., los coeficientes de la columna s por encima de la fila r. El coeficiente ¢, s de T
queda reemplazado por t, s = t, ¢ + a(t,, —tss). Luego, si t,, # ts s, tr s se puede hacer 0 eligiendo
a = —t,s/(tr,r — tss) sin alterar de ningin modo la estructura relevante.

5) Ahora consideremos la siguiente sucesién de entradas de la matriz T: (n — 1,n); (n — 2,n — 1),
(n—=2,n); (n—3,n—2), (n—=3,n—1), (n—3,n); (n—4,n—3), (n—4,n—2), (n—4,n—1), (n—4,n); ...
Hagamos 0 cada una de estas entradas mediante las similitudes indicadas en 4), si ¢, , # ts ;. Notese
que ninguna entrada previamente anulada resulta perturbada por las transformaciones discutidas.
La matriz resultante es similar a A y tiene la forma deseada. O

Tarea. Estudie la posibilidad de automatizar el algoritmo implicito en la demostracién del Teorema
5. Verifique la operacién de su programa con algunos ejemplos concretos.

90. LA FOrRMA CANONICA DE JORDAN. [7, p. 121, §3.1] Una matriz de Jordan J € M(n x n,K)
es una suma directa de bloques de Jordan:

[\, 1 -+ 0 0
0 Ty (X2) - 0 :
J = . . . ) I, (M) = |+ S (41)
: : ' 0 0 - N 1
0 0 o I (Ag) 0 0 - 0 A

con Jy,(A;) € M(n; x n;,C) y ny +na+ -+ ng = n, donde los 6rdenes n; pueden ser iguales y los
Ai no necesariamente son diferentes. Nétese que J,,, (A;) es una matriz cuadrada bidiagonal superior
cuyos coeficientes son todos nulos excepto los de la diagonal principal y los de la primera diagonal
superior, que son iguales al valor propio A; y a 1, respectivamente. Si n; = 1 para todo i y k = n,
entonces J es diagonal.

Si para algun bloque de Jordan J,,()\;) se tiene n; > 1, entonces J,, no sélo no es diagonal sino
que ni siquiera es diagonalizable y, por ende, J no puede ser diagonalizable. En efecto, si Jy,(\;)
fuera diagonalizable, i.e., si existiera una matriz invertible S tal que J,,, = SAS™! con A diagonal,
entonces necesariamente A = diag(\i, Ai, ..., \i) = NI (Why, dear student?). Luego, Jy,(\i) — il =
SAS™! — X\iI =S (A—M\I)S™' =0, lo que no puede ser valido si n; > 1 (Why, dear student?).

El principal resultado de esta seccion es que toda matriz compleja es similar a una matriz de Jordan
que es esencialmente unica. Llegaremos a esta conclusién en tres pasos:

Paso 1. Observar que toda matriz compleja es similar a una matriz triangular superior cuyos valores
propios aparecen en la diagonal principal en un orden prescrito. Este es el Teorema de Triangulari-
zacion de Schur 3.
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Paso 2. Demostrar que toda matriz triangular superior, mediante transformaciones de similitud
puede ser llevada a la forma de una matriz diagonal por bloques en la cual los coeficientes de la
diagonal principal de cada bloque diagonal individual son iguales (como el bloque de Jordan Ji(\)
en (41)) Este es el Teorema 5.

Paso 3. Finalmente, demostrar que toda matriz triangular superior cuyos coeficientes en la diagonal
principal son todos iguales es similar a una suma directa de bloques de Jordan del tipo Jx(\) de
(41).

Lema 1. Sea k > 1 y considere el bloque de Jordan

o10 --- 00
o001 -+ 00
Jk(o): oL o
o 00 --- 0 1
_0 o0 --- 0 0_
0 0

Entonces, Ji'(0)Ji,(0) = [0 I

1,2,...,k=1y[I— Jp(0) Jp(0)] © = (z7e1) €1, donde Iy_1 € M((k — 1) x (k—1),C) es la matriz
identidad, e; es el i-ésimo vector de la base standard de C™, y x € C™.

} y Jg(0)P = 0 sip > k. Ademds, Jp(0)e; 41 = e; para i =

Demo. Célculos directos. Por favor, jhagalos! O

Teorema 6. Sea A € M(n x n,C) estrictamente triangular superior (i.e., A tiene diagonal nula).
Entonces existe una matriz no singular S € M(n X n,(C) y existen enteros ny > ng > - 2> Ny > 1
con ny+ng + -+ ny = n tales que:

Jn (0) 0 0
0 Jny(0 0
A=S| | 2:( ) .| s (42)
0 O e Jnm (O)

Si A es real, entonces la matriz S puede escogerse real.

Demo. A) Sin =1, A=[0] y el resultado es trivial. Ahora procedemos por induccién con respecto a
n. Suponemos que 1 > 1 y que el resultado ya ha sido probado para todas las matrices estrictamente
triangulares superiores de orden menor que n.

0 a”
0 A
triangular superior. Por la hipétesis inductiva, existe una matriz no singular S; € M((n —1) x (n —
1),C) tal que S;'A;S; tiene la forma deseada (42), esto es:

B) Particionemos A en la forma A = [ ] ,donde a € C"" 1y A} € M(nxn,C) es estrictamente

Ju©) 0 0 Jo®) 0
-1 0 sz (0) e 0 Jk‘1 0 2'
0 0 - Ji(0) 0 - Ji(0)

donde k1 > ko > -+ > ks> 1, ki +ko+---+ks=n—1, Jk1 EJk1(0)> JEM((TL—l—k‘l) X (n—
1 —k1),C). Noétese que (por la hipdtesis inductiva) ningin bloque diagonal de Jordan tiene orden
mayor que ki, de modo que J*' =0 por el Lema 1.

C) Un simple célculo (jhdgalo por favor!) demuestra que:

1 0 1 o] _[o al'S;
0 Sl‘l}A[O SJ B [o 5;1A15—1] ' (44)
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D) La submatriz a’'S; € M(1 x (n—1),C) en (44) se puede particionar en la forma a”'$; = [a] af],
donde a; € C* y ag € C*~17%1 de modo que (en vista de (43)) podemos escribir (44) en la forma:

T T

10 1 0 0 ai o
R S e S (/N (45)

L Holoooo g

(Por favor, verifiquelo!).

E) Ahora consideremos la siguiente relacién de similitud (que le rogamos encarecidamente verificar)

de la matriz del lado derecho de (45):

1 —afng 0] [0 «F &I 1 aF{J,F;Fl 0 0 af (I - JkT1 Jkl) ad 0 (a?el) el al
0 1 0110 Jy, 0] 10 1 0| =10 Ik, 0l =10 Ik 0
0 0 I110 0 J] |0 0 1 0 0 J 0 0 J
46)

donde hemos usado la identidad (I — Jl;fl Jkl) T = (:ETel) e1 del Lema 1. Hay dos posibilidades
que examinar dependiendo de si se cumple af'e; = 0 o no.

F.1) Si afe; # 0, entonces:

(1 /afel) 0 0 0 (arfel) el all [aTe; 0 0 0 el of 7 T
0 I 0 0 Tk, 0 0 I 0 |=10 J, 0]-= [ 61“2}
0 J

0 0 (1/aTer)l 0 Jl Lo 0 afes| [0 0 0 J
(47)
donde J = 8 jli = J,+1(0) es un bloque de Jordan de orden k; + 1 con diagonal principal
nula. (jVerifique (47)!).
F.2) Usando la propiedad Je;y1 = e; parai=1,2,...,k; se puede demostrar ficilmente (Please,

do it! Never believe the word “facilmente”.) que:

I eal|[J eadd] [T —e2add] [J —Jesal +eral +ealJ] [J e2alJ
0 I 0 J 0 1 |0 J |0 J

y, luego, se puede calcular recursivamente la sucesion de similitudes:

[I ei+1a2TJi_1} [j eiLLQTJi‘l} {I —ei+1a2TJi_1] _ [j eiy1ad J

0 7 0 7 0 I 0 J ] , 1 =2,3,...

Puesto que J*' = 0, observamos que después de a lo més ki pasos en esta sucesién de similitudes
los términos fuera de la diagonal se haran nulos.

J 0
0 J
superior como se queria probar. (jVerifique todo ésto!).

Concluimos entonces que A es similar a la matriz } , que es una matriz estrictamente triangular

G) Si ale; = 0, entonces (46) muestra que:

0 0 af Ja 0 0
A~1{0 Jiy, Ol ~|0 0 af (48)
0 0 J 0 0 J

donde “~” denota la relacién de similitud de matrices. Nétese que la segunda de las similitudes de
(48) es una similitud de permutaciones, esto es, la matriz S involucrada es una matriz de permuta-
ciones de filas, resp. de columnas.

Por la hipétesis inductiva existe una matriz no singular Sy € M((n — k1) x (n — k1), C) tal que:

T
0 a;

St o

]52 =JeM(n—k)x(n—kp),C)
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es una matriz de Jordan con diagonal principal nula. Luego, la matriz (48) y, por lo tanto A, es similar
Jky

0
a la matriz [ 0 j} , que es una matriz de Jordan de la forma requerida, excepto posiblemente por el

hecho de que los bloques de Jordan diagonales pudieran no estar ordenados segtin orden no creciente.
En tal caso, un bloque de similitudes de permutacién producira la forma deseada. (jVerifique todo
éstol).

H) Finalmente, observamos que si A es real, entonces todas las similitudes utilizadas en esta demos-
tracién se pueden elegir reales, de modo que A es similar a la matriz de Jordan requerida mediante
similitudes reales. (jVerifique ésto!). Ello concluye la demostracion. O

91. Sea J = J(\) € M(n x n,C) un bloque de Jordan con valor propio lambda.
(a) Calcule J* para k = 2,3,4 (s6lo tres potencias).

(b) Calcule p(A), donde p es un polinomio cualquiera.

(c) Calcule f(A), donde f es un funcién entera. En particular, calcule e4.

(d) Calcule r(A), donde r es una funcién racional para la cual A no es un polo.

92. [Muy importante!l. El calculo de la forma normal de Jordan de una matriz no es un problema
muy popular en la Computacién Cientifica pues los algoritmos disponibles no son muy estables.
Investigue si MATLAB puede obtener la forma de Jordan de una matriz dada. Experimente con
matrices “mal condicionadas”. Investigue en la red para ver si otros paquetes “standard” resuelven
mejor este problema y, adema’as, para ver si en alguna parte hay otro “software” confiable que
resuelva mejor este problema.

NORMAS DE VECTORES Y MATRICES.

93. Las p-normas de vectores. Consideremos el espacio vectorial C™. Para 1 < p € R se define

m 1/p
lllp = (lekl”) , z=(71,..., 7)) €C™.
k=1

Para p = co se define

||$||OO = 12}?§Xm|xk|, $:($17"'7$m)T6Cm‘

Evidentemente, ||z||, > 0y ||Az||, = |A|||z||, para todo A € C, todo € C™ y todo 1 < p € RU{o0}.
En lo que sigue se demuestra que ||-||,, satisface la desigualdad triangular, de modo que efectivamente
son normas, 1 < p € RU{oo}. El resultado clave es (a) que debe Ud. demostrar.

1 1
(a) Sean 0 < wu,v € Ry 1 <p,q€ R tales que — + — = 1. Demuestre que
p q
D q
uv:fnf{tpu——i—t_qv— : t>0} .
p q

1 1
(b) La desigualdad de Holder. Sean 1 < p,q € R tales que — + — = 1. Entonces se tiene:
p q

m m 1/p m 1/q
> laryrl < (Z |$k|p> (Z |yk|q> , paratodo z,ye€C™.
k=1 k=1 k=1

Nétese que para p = 1/2 la desigualdad de Holder se reduce a la conocida desigualdad de Cauchy-
Schwartz.

Demostracion. Sobre la base del resultado (a) se tiene para x,y € C™:

|z |?

q
|zRys| < tpT - if_qM ,

q
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Sumando estas m desigualdades resulta:

m

m
> |klP > lyxl?
Z|€Ekyk|<tpk ! =L 0.
1 p q
Tomando el infimum sobre ¢ > 0 en el lado derecho de la desigualdad precedente y en vista del
resultado (a) — con u = (3 ;- 2PV Py v = Oy lyk|9)/9 — se obtiene:

S Jael > |kl m Up / m 1/q
k g k=
§ |zryk| < inf q 7 k=L ppekEl s 0 = (E |xk|p> (E |yk|q>
p q k=1 k=1

k=1

(¢) La desigualdad de Minkowski. Sea 1 < p € R y también para p = oo se tiene:
lz +yllp < llzllp + llyllp . para todo z,y € C™.

Demostracion. Para p = 1 la desigualdad precedente es simplemente un caso especial de la des-
igualdad triangular usual en R. Para x + y = 0 la desigualdad es evidente. Luego, sin pérdida de
generalidad (s.P.d.G.) se puede suponer 1 < p € Ry x +y # 0. Definase ¢ := p/(p — 1), de modo
que se cumple (1/p) + (1/¢q) = 1. Aplicando la desigualdad de Holder se deduce entonces:

m
> ok + yel? Z 2k + yk||zk + yelP!
k=1 =1

m

< 3 lawllwe + el + Z lywllzk + yelP
k=1 k=1

m 1/p m B 1/[] m 1/p m 1/q
<Z |33k|p> <Z |z —I—yk|(p_1)q> + <Z |yk|1’> <Z |z, _|_yk|(p—1)q>
k=1 k=1

k=1 k=1

[<§: $k|p> " * (é:l |yk|p>1/p] <1§:1 |k + yk|p> (b=0/p ‘

Considerando el primero y el ultimo término de la cadena de desigualdades precedentes y, puesto
que z +y # 0, dividiendo por (> ;- |zk + k)PP se obtiene:

m 1/p m 1—(p—1)/p m 1/p m 1/p
(Z\$k+yk\p> = (Z !wk-l-yk!p) < (Z !l’k!p> + (Z\yk’p> ;
k=1 k=1 k=1 k=1

que es la desigualdad triangular planteada. [ |

94. [7, 85.6, p. 290] (a) Normas matriciales. Se dice que una funcién ||-|| : M (m x n,C) — R es una
norma matricial siy sélo si para todo A, B € M(m x n,C) se cumplen los siguientes axiomas:

(i) |All = 0 y [[A]l = 0si y solo si A =0, (i) IAA]l = [A[ | A]l para todo A € C,

) Nota. Algu-
(iii) A+ Bl < Al +1B], (iv) [AB] < 1Al 1Bl -
nos autores, como G.H. Golub y C.F. Van Loan [5, (2.3.4), p. 55], no exigen el axioma (iv).

(b) En vista de que [|42]] = 14 Al < 14l JAll = JAJ, para toda matriz no mila A con 4 = A se
tiene ||A| > 1. En particular ||I] > 1.

(c) Si A es invertible, I = AA™!, de modo que |I]| = ||[AA7|| < JJA] ||A7|| ¥ en consecuencia
A = 170/ AR
(d) Sea A = (ai;) = [a1]az| ... |a,] € M(m x n,C), donde a; € C™ denota la j-ésima columna de A.
Las siguientes son algunas normas matriciales populares:
(1) Lanorma l; de la matriz A considerada como un vector en C™": [|A||; = }_ |a;| = Z llajlli
Y] J=1
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1/2
(2) La norma Iy de la matriz A considerada como un vector en C™": ||Ally = (Z ]aij]2> .

n
Nétese que ||A||3 = " ||a;||3. Esta norma se denomina, a veces, norma de Frobenius, o norma

de Schur, o norma de Hilbert-Schmidt.

(3) La norma del mdzimo de las normas ly de las columnas: |Al, = 1I£1ax ||A7]|1 = 1H<Ia<X Z laijl,

donde A’ denota la j-ésima columna de A.

(4) La norma del mdzimo de las normas ly de filas: || Al = 1H<18J<X Z lagj].

TAREA: Verifique que las precedentes son efectivamente normas de matmces que poseen las propie-
dades que se indican.

Desarrollo de (3). S6lo verificaremos submultiplicatividad de esta norma. Sean A € M(m x p,C) y
B e M(p xn,C), de modo que AB € M(m x n,C). Note que las matrices no son cuadradas pero el
producto AB queda bien definido. Entonces se tiene:

JAB|l, = méx |[A.BA.B?..

) . 49
— max {[|4.B"]), llaBe),) (49)
Ahora bien, para cada término ||A.BJ ”1 en (49) se tiene:
|A.B7||, = b A" + bo A% + - + by A"H
<l AT Y o 1471, 5 4, .
< max{HA 1>H A%l AT Y (bl T2l + - 4 (b))
= Allc ||’
De (49) y (50) se obtiene finalmente:
[AB]lc < max {JJ Al Bl AL B2 - Al 1B )
= [ Aloméx {[[BH],, | B*[l, - 1B"], } (51)
= [lAlc 1Bl -
|

95. Como Ud. recordara la norma de Frobenius o de Hilbert-Schmidt de una matriz A = [CCL Z] con

a,b,c,d € C, se define como ||A||p = /|a]? + b2 + |¢|? + |[d|2. Verifique que esta norma matricial
posee la propiedad de la submutiplicatividad, i.e., ||AB||r < ||A||r ||B||r, YA, B € M(2 x 2,C).

_ (b b2
bo1  bao

Solucion: Sean A = [an a12}

. T
, , con a;j,b;; € C. Escribamos A; = [a;1,a,2]" €
a21 22

s A
As B* A3 B
desigualdad de Cauchy-Schwarz usual para la norma || - ||o de C? se obtiene:

C?, i = 1,2,y BY = [b1,b2;]7 € C?, j = 1,2. Entonces AB = } Aplicando la

|AB|[: = |AT B']* + [AT B** + |Af B']* + | A} B*|?

< [[Ad|B B3 + A3 11B[3 + 14213 [ B3 + || A2| I3 || B?[3
(A3 + [142113) - (1BMI3 + [1B213)
= (lana* + lar2|? + [a21 [ +[az2[?) - (b11]* + [b21]? + [bra|* + [b22]?)
= [|Al[Z [1B]%,

que era lo que se queria demostrar. [ ]
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1/p
96. ;Serian ||A|| = max|a;;| v [|4]l, = <Z lai; [P , 1 < p < oo, normas matriciales? Si no lo
©J 7‘7.]

son, jcomo podrian modificarse para que lo fueran?

97. La norma espectral de una matriz. Sea A € M(nxn,C). El spectrum o(A) de la matriz cuadrada
A se define como:

o(A)={A € C : Xesvalor propiode A} ={\e€C : det(A—AX)=0}. (52)

De la teoria de las ecuaciones algebraicas se sabe que #(0(A)) = n. El radio espectral p(A) de la
matriz A se define como:

A) = méax |)|. 53
p(A) Al;}f}i)ll (53)

La norma espectral ||A||, de la matriz cuadrada A se define como:
lAlls = v/ p(A*A) = max {\/X : A es un valor propio de A*A} . (54)

TAREA: Verifigue que la norma espectral es una norma matricial i.e., que satisface los ariomas
(i)-(iv) de mds arriba .

98. La norma natural de una matriz. 1) Toda matriz A € M(m x n,C) puede ser considerada como
(la representacién de) un operador lineal A : C™ — C™ (con respecto a sendas bases de C" y C™).
Si consideramos cualquier par de normas en C" y C™ respectivamente, ambas denotadas por || - ||
para mayor simplicidad notacional, entonces la norma de la matriz A en cuanto operador lineal, o
la norma matricial inducida por las normas de C™ y C™, o la norma natural de A se define como:
pag = sup 12— g jjag
o#zecr [lzl]  llell=1

Note que z € C" y A.xz € C™. Que la norma de A en cuanto operador lineal sea una norma matricial,
i.e., que satisfaga los axiomas (i)-(iv) de mds arriba, es una consecuencia de las propiedades generales
de las normas vectoriales. TAREA: Verifique esta asercion.

2) La norma natural | A|| de A satisface:
[Az| < J|Al ||, paratodo x€C".

TAREA: Verifique esta asercion.

3) Una manera de probar que una funcién dada ¢ : M(m x n,C) — R es una norma matricial
consiste en demostrar que ¢ es inducida por una norma vectorial. TAREA: D€ algunos ejemplos.

4) La norma natural minimal de A se define como || A, = inf{||A4]| : || - || es una norma natural}.
TAREA: Verifique que ||A|;,; es una norma matricial.

5)TEMA T ALy > plA).

Demostracion. Consideremos C™ equipado con una norma vectorial || - ||. Sea A € M(n x n,C) y
u € C™ un vector propio normalizado (i.e., ||u|| = 1) de A con valor propio de A € o(A), ie.,
A = Au. Entonces se tiene ||A.u|| = [[Au]| = |\|. Luego, para la norma matricial natural |||
inducida por la norma vectorial || - || se tiene

41 = max A2 = fAulf = A

De aqui resulta entonces ||A|| > p(A) y, en consecuencia, ||A;,s > p(A). ]

6) LEMA 2:  Para todo € > 0 existe una norma matricial natural ||-|| tal que | Al < p(A) +e.

Demostracion. Tarea ! []

7) Demuestre o refute: Sin = m (i.e., si A es una matriz cuadrada de dimension n), entonces se
tiene p(A) < 1 si y sélo si lim ||AP|| = 0 para alguna norma natural || - ||.
p—00
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99. [12, p. 24, ex. 3.3] Las normas de vectores y las p-normas de matrices satisfacen varias desigual-
dades que a menudo incluyen las dimensiones m o n. En cada una de las sub-preguntas que siguen
en este ejercicio, verifique (jo refute!) la desigualdad anotada y exhiba un ejemplo de matriz o vector
no nulos que corroboren su resultado. Si la desigualdad es vélida, determine una condicién para que
se cumpla el caso limite de igualdad y exhiba un ejemplo que verifique esa igualdad. En este ejercicio
xeKm™y Ae M(m x n,K).

(@) [[z]loc < lzll2,  (b) [[z]l2 < vVmllzlleo ,  (c) [[Alloe < Vnl[All2, (d) [|All2 < v/m|| Al -
100. [12, p. 24, ex. 3.4] Sea A€ M(m x n,K) ysea B€ M(ux v,K) con uy <mywv<n.

(a) Demuestre que B puede obtenerse a partir de A mediante multiplicacién por matrices apropiadas

de “aniquilacién” de filas o columnas.
(b) Usando el resultado precedente demuestre que ||B||, < ||A]|, para todo p € R con 1 < p < oo.

101. [12, p. 24, ex. 3.6] Sea || - || una norma cualquiera sobre C™. La correspondiente norma dual
| - || sobre C™ se define mediante la férmula ||z||' = sup |y*z| .

llyll=1
(a) Demuestre que || - ||" es efectivamente una norma vectorial.
(b) Demuestre que, dado un vector z € C™, existe un vector no nulo z € C™ tal que |z*z| = ||z||' ||z .
(b) Sean z,y € C™ con ||z|| = ||y|| = 1 dados. Usando (b), demuestre que existe una matriz de tipo
rank-uno B = yz* tal que Bx =y y ||B]|| = 1, donde ||B|| es la norma de la matriz B inducida por
la norma vectorial || - ||.

DESCOMPOSICION DE VALOR SINGULAR.

3 2
102. Considere la matriz A= [—1 2
2 0

(a) Determine los valores singulares de A.

(b) Determine los vectores singulares derechos de A, i.e., los vectores-columna de la matriz V de la
SVD reducida USV* de A. Note bien que lo pedido son los vectores-columna de v y no los de Al
(c) Determine los vectores singulares izquierdos de A, i.e., los vectores-columna de la matriz U de la

SVD reducida USV* de A.
(d) Verifique que la SVD de A que Ud. obtuvo es correcta.

DESARROLLO.
(a) Preambulo. Consideremos la SVD reducida de A € M (m x n,C):

A=UXV" vy, equivalentemente, A" =VXU",

donde U € M(m xn,C) y V € M(n x n,C) tienen columnas respectivamente ortonormales
(ie., (U UF =85y (VI)VE=6)"y

Y = diag [0'1,02,...,0'n] € M(nxn,C), con o1 >09>-->0,>0,
es una matriz diagonal. De aqui se desprende que:
A*A=VISUUSV* = V2V*,
donde A*A € M(n x n,C). Luego, (A*A).V = V.32, ie.
(A*A).[VHV?...|v"] = [VYV?]...|V"].diag [01,03,...,00]

= [0%‘/1,0%‘/2, e ,O',%Vn] ,

1, sij=k,
0, sij#k.
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donde V¥ es la k-ésima columna de V. Por consiguiente, los vectores-columna de la matriz V
de la SVD de A deben satisfacer:

(A*A) VF=g2VE k=1:n,

i.e., el k-ésimo vector-columna de la matriz V' debe ser un vector propio de la matriz A*A con
valor propio ai. Esta observacion permite obtener la matriz V' con cierta facilidad. En el caso
real habrd que considerar, evidentemente, la matriz AT A.

(b) Célculo de AT A. Se obtiene directamente AT A = [144 ;1]

Célculo de los valores propios de AT A mediante la solucién de la ecuacién det(AT A — \I) = 0.
Se obtiene \; = 02 =16 y g = 02 = 6.

Célculo de los valores singulares de AT A tomando raiz de los valores propios ya determinados.
Se obtiene 0 =4y 09 = V6.

(c) Como se sabe, los vectores singulares derechos v; de A corresponden a los vectores propios de
la matriz AT A, normalizados a norma 1. Luego, hay que resolver el sistema AT A.v = \v.

Caso A = A\{ = 16: se obtiene v = E?\/@

6 , _[-1V5
Caso)\—)\g—ﬁ.seobtlenevg—[2/\/3}

Nota: Los signos de vy y vy no estdan univocamente determinados, pero ello no influye en el
desarrollo ulterior.

(d) Andlogamente, los vectores singulares izquierdos de A se obtienen resolviendo el sistema AV =
UX, donde V = [v1]vg], ¥ = diag[o1, 09| y los o; son los valores singulares obtenidos en (a).
Luego, basta resolver el sistema

8/V5 1/v/5 3 2 ull u duy; Vou
0 Vb | =|-1 2 E/g _21/\/\/55] = ui uz [é \%] = 4u; \/gu;z
4/v5 —2/v/5 2 o LY/ / u3r  U32 duzr VOus
—AV Uy

T T A .
para uy = [u11,u21,us1]” y ug = [ui2,u2, usz]’ . De consiguiente:

(] 8/Vh  1/V5 /
a% columnay (AV) = I columnay 0 V5 =

!
0
u31 4/V5 —2/V/5 1/v5
[u12 ] 8/V5 1/V5 1/v/30
Uy = |Uxp | = (%2 columnag(AV) = % columnas 0 V5 = \/%
u32 4/V5 —2/V5 —/2/15

N

u1

I
<
=

I

(e) Verificacién:

2/v5  1/4/30 4 0172 3 2
P /\/g 1/v5] B
Usv? = 1o 5/6 [0 \/6] [_1/\/5 2/VE| = -1 2| =4

/5 —/2/5 2.0

103. (a) Construya su propia demostraciéon para el siguiente teorema o estudie a fondo las de-
mostraciones que proponen algunos de los textos de referencia para este importante resultado del
Algebra Lineal Computacional. Asegirese de haber comprendido correctamente las demostraciones
que estudie.
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Teorema 7. [12, Theor. 4.1, p. 29] Sea A € M(m x n,C). Entonces existen matrices unitarias
Ue M(mxm,C)yV e M(nxn,C), y una matriz diagonal > = diag [01,02, ... ,an] € M(mxn,C)
con oy > 09> - >0, > 0,1 tales que A =UZV™.

Los valores singulares estdan siempre univocamente determinados.

Si A es una matriz cuadrada y los o son todos distintos, entonces los los vectores singulares iz-
quierdos:

U’ = j-ésima columna de la matriz U, j=1l:m=n,
los vectores singulares derechos:
V* = k-ésima columna de la matriz Vv, j=1l:n=m,
estdn univocamente determinados excepto por signos complejos (i.e., factores escalares complejos de

mddulo 1).

(b) Las demostraciones més populares del resultado precedente, son inductivas. Estudie la posibilidad
de traducir algunas de esas demostraciones inductivas en algoritmos computacionales que permita
obtener la SVD de una matriz dada A.

104. (Cf. [12, Lect. 5, p. 32]) Sea A € M(m x n,C) una matriz dada y A = UXV* su SVD
reducida. Sea r = ‘{aj Do > 0}‘ Demuestre o refute, y en todo caso, discuta:

(a) rank A =r.

(b) Range(A) = Col(A) = (U*,...,U"), donde U’ = j-ésimo vector-columna de U.
(c) Null(4) = (V"1 ..., V"), donde V¥ = k-ésimo vector-columna de V.
A.
(@) [ All2 = o1: [[Allprobenius = Vo7 T 0% min 12202 _ 0 5y
220 |22
)

Los valores singulares o; no nulos vienen dados por o; = \/)\_j, donde A; es el j-ésimo valor

propio no nulo de la matriz A*A € M(n x n,C) o de la matriz AA* € M(m x m,C). Ambas

matrices tiene los mismos valores propios no nulos. Los valores propios de A*A y AA* son reales

vy no negativos.

(f) Si A* = A, los valores singulares de A coinciden con los valores absolutos de los valores propios
de A.

(g) Si Ae M(m xm,C),

detA| = H:;rLzl 0j.

105. [12, Lect. 5, p. 35] APROXIMACION DE BAJO RANGO. Sea A € M (m x n,C) una matriz dada
y A=UXV* su SVD reducida. Sea p = min{m,n} y r = ‘{aj Do > O}‘ Discuta, verifique, corrija
o eventualmente refute los siguientes argumentos y resultados:
| / 1
(a) Dado que ¥ = diag [01,...,0,,0,...,0] = > iy diag 0,...,0,(%]-,0,...,0], se tiene:
T ‘7 i] T
A=UsV* =3 U.diag[0,...,0,0,,0,...,00.V* = 3 o;U7. (V)" ,
j=1 j=1

(b) Sea A, = Y"_, 0; U7. (V)" v =0 r. Entonces:

. (VV—!—I)*
A—A, = Z oj Ul. (Vj)* = [UV‘H! . ‘UT]. diag [O'V_H, . ,O'T}. :
g=vHl Ups1 Sut1 (Vry*
Vi

50bsérvese que la matriz ¥ no es, en general, cuadrada. No obstante, atin en ese caso se acostumbra a
decir que X es una matriz diagonal. Cuando ¥ no es cuadrada, sus filas de por debajo de la fila n, si m > n,
o sus columnas a la derecha de la columna m, si m < n, son todas nulas.
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constituye una SVD para A—A,: A— A, = U,41.5,41.V,) ;. Por definicién de la SVD se tiene
entonces:

A - A,,H2 = primer (mayor) valor singular = o, . (55)

(c) Sea FE = <V1, R 44 +1> el espacio de C" engendrado por los primeros v + 1 vectores singulares
derechos. Para todo w € F se tiene entonces:

(Aw)".(Aw) = w*A* Aw = w*VEUUSV*w = w*V, £ Viw = 2" 5%
Y

=otlal?+ -+ oralaal > (|alP + -+ ) oy -

=|[|z[I?=]|w]]?
Nétese que ||z||? = |V*.wl||? = ||w||?, pues la matriz V € M (n x n, C) es unitaria y, por lo tanto,
preserva la norma Euclideana. Por consiguiente se tiene:
2
JAw]? = o2y 122 = oy [0l Vwe B. (56)

(d) Sobre la base de los resultados precedentes se puede demostrar el siguiente

Teorema 8. Para todo v =0: 1 se tiene:

! ,
4=l Dok int 4B, 57
rank B<v

Si v =min{m,n}, hacemos o,+1 = 0.

Demostracion. Sélo hay que probar la segunda igualdad en (57). Supongamos que exista una
matriz B € M(m x n,C) con rank B < v tal que:

A= Bl, < A= A, = oen.
Consideremos entonces el subespacio:
W = Null(B) C C", con dimW =n-—-rankB>n—v.
Para w € W se tiene entonces B.w =0, Aw = (A — B).w, y:
[A-wlls = [|(A = B).wlls < [|A = Bllz [wllz < ovyr w2

Luego, W es un subespacio de C" de dimensién a lo menos n — v donde se cumple ||A.wl|j2 <
oyt [lwllz-
Por otro lado, de (c)‘sabemos que el subespacio E de C" generado por los v + 1 vectores
singulares derechos V7, j =1:v 41, de A, posee las siguientes propiedades:
_ 5 (56) )
dmE=v+1 y [[Aw||" > op41|wl|]® YweE.
En vista de dimW > n — v y dim F = v + 1, los subespacios W y E de C" deben tener una

interseccién que no se reduce al subespacio trivial {0}. En efecto, si W N E # {0}, entonces se
tendria:

n+l=m-v)+¥+1) <dmW+dimE < dimC" =n,

que obviamente es una contradiccién. Existe, por lo tanto, un vector 0 # w € W N E que debe
satisfacer simultdneamente ||A.wl||s < 0,11 ||w||2, por estar en W, y ||[A.wl|l2 > op41 ||w]|2, por
estar en E. Ello representa, evidentemente, otra contradiccion. [ ]

Nota. El lector diligente seguramente habra observado que la demostracion precedente sdélo

prueba la desigualdad 0,41 < inf HA - B H2 en (57). ;Cémo se obtendria la otra
BeM(mxn,C)
rank B<v
desigualdad?
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106. Sea A € M(n x n, R) una matriz positiva definida. Para iy € Ncon 1 <i; <is <...<i,<n

sea Ali1,...,ip] la submatriz de A formada por las filas i1,...,i, y las columnas i1, ...,i, de la
matriz A. Note, entonces, que la diagonal de A[iy,...,4,] estd contenida en la diagonal de de A. Se
dice que Aliy, ..., 1p] es una submatriz principal de A.

(a) Demuestre o refute, y en cualquier caso, discuta: det Afiq,...,i,] > 0 para toda seleccién de los

indices 1 < i1 <ig < ... <1y <.
(b) ;Es equivalente (a) con el hecho que A es positiva definida?

(c) {Qué relacién hay entre los valores singulares de las matrices Afiy, ..., 4,] y los valores singulares
de la matriz A?
V(4,7)

(d) Sea V(A,~) el volumen del elipsoide {x eR” : 2T Ax < ’y}. Calcule el cuociente 7det(A)1/2'

107. [7, p. 415] Sea x € C™ un vector no nulo dado. Considere el vector x como una matriz
X € M(n x 1,K). Sean W = [1] € M(1 x 1,K), ¥ = [||z]2,0,...,0]T € M(n x 1,K), V =

x .
W V2, ...,y | € M(n x 1,K), donde v, ..., v, es un sistema de n — 1 vectores ortonormales
Z{|2

cualesquiera, todos ellos ortogonales al vector x. Demuestre que una descomposicion de valor singular
de la matriz X viene dada por X = VW™,

108. [7, p. 416] Si A € M (nxn,K) es no singular, demuestre que el siguiente procedimiento produce
una descomposicién de valor singular A = VW™

(i) Forme la matriz Hermitiana positiva definida AA* y determine una diagonalizacién unitaria
AA* = UAU* hallando los valores propios positivos A;, i = 1,...,n, y el correspondiente sistema
de u;, i =1,...,n, de vectores propios ortonormales.

(ii) Defina X :=AY2y V =U = [u1,...,uy,].

(iii) Defina W = A*VX~1

a) Demuestre todo. En particular, demuestre que W es unitaria con A = VW™ .

b) Escriba un programa que permita obtener la descomposicion de valor singular.

c¢) Usando su programa, obtenga descomposiciones de valor singular para tres o cuatro matrices de
dimensiones 3, 5, y 8, por ejemplo. Para resolver esta parte del ejercicio el estudiante probablemente
querrd aplicar el algoritmo descrito en el ejercicio precedente. Converse con sus colegas que abordaron
ese ejercicio para que le faciliten os cédigos correspondientes.

d) Usando un programa ad hoc verifique que el producto de las matrices de las factorizaciones que
obtenga, efectivamente dan las matrices originales.

109. [7, p. 416] Sea A € M (n x n, K) una matriz no necesariamente no-singular. Demuestre que el
siguiente procedimiento produce una descomposicién de valor singular A = VW™*:

(i) Sea I € M(n x n,K) la matriz identidad. Entonces existe una constante ¢ = ¢(A) tal que la
matriz A. = A + eI es no-singular para todo € €]0, c[C R. Sugerencia: Observe las raices de la
ecuacion caracteristica det(A — A\I) = 0 en el plano complejo.

(ii) Elija ahora £ €]0,¢[C R. Aplique el procedimiento del ejercicio anterior para obtener una
descomposicién de valor singular A, = VX W

(iii) Aplique ahora el siguiente resultado, que no se pide demostrar:

Lema Auxiliar. Sea {Up}pen = [um una sucesion de matrices unitarias en M(n xn,K).
peN

Pk

Entonces existe una subsucesion {Up, tren = [uij]kEN de la sucesion original, tal que

g Pt _ ,,0
=

Vij=1,...,n,
donde la matriz limite Uy = [ugj] € M(n x n,K) también es unitaria.

Sobre la base de este lema auxiliar se obtiene una sucesion {ey, }ren en |0, ¢[, una matriz diagonal
Y € M(n x n,K) con coeficientes no negativos, y matrices unitarias V. W € M(n x n,K) tales
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que:
lim e, =0, kh'm Ve, =V, Ilim ¥, =%, lim W, =W.
—00

k—o00 k—o0 k—o0

(iv) Demuestre que A = VW™,

110. [7, p. 421, pr. 7] Sea A € M (m x n,K) una matriz dada con descomposicién de valor singular
A =VIW*. Defina AT = WETV*, donde X es la transpuesta de ¥ en la cual los valores singulares
positivos de A se reemplazan por sus valores reciprocos. Demuestre que:

(a) AAT y ATA son hermitianas, (b) AATA = A, (c) ATAAT = AT,

Demuestre que AT = A~! si A es cuadrada y no-singular. La matriz A’ se llama inversa generalizada
o tnversa de Moore-Penrose de la matriz A. Se puede demostrar que la inversa generalizada existe
para toda matriz A, incluso para matrices cuadradas singulares o para matrices no cuadradas.
Demuestre, ademés, que A’ queda univocamente determinada por las propiedades (a), (b), (c).
111. [7, p. 422, pr. 10] La descomposicién de valor singular se puede obtener sin utilizar explicita-
mente vectores ni valores propios. Los vectores singulares (de izquierda y de derecha) y los valores
singulares pueden construirse directamente a partir de la llamada caracterizacion variacional de la

norma espectral (que es, simplemente, la definicién usual de la norma de un operador lineal): si
A € M(n x n,K) es una matriz dada, entonces se define:

||All2 = sup |[Ax]|2. (Norma Espectral)

(a) Sea n > 2y suponga que B € M(n x n,K) tiene la forma:

B = [%1 Qf;(} , con oy =|Bllz, weC" ', XeM({(n-1)x(n-1),K).
. . . 1 01
Demuestre que w = 0. Sugerencia: Si o > 0, considere ( = m wl demuestre que
1

||BC||2 > 0? + w*w, y use la férmula (Norma Espectral). Ademds, jconsulte [12]!

(b) Sea A € M(n x n,K), defina o1 = ||Al]2, y use la férmula (Norma Espectral) para probar
que existe un vector unitario ||z||; tal que ||[Ax1|ls = o1. Defina y; = o7 Az para la parte (c).
Nota: Posiblemente el estudiante quiera usar aqui el teorema de Weierstrass para funciones continuas
definidas sobre conjuntos compactos.

(c) Sean Vi, W) € M(n x n,K) matrices unitarias cuyas primeras columnas son z; e y; respectiva-
mente. Demuestre que V* AW, tiene norma espectral o y que tiene la forma de la matriz B de la

parte (a). Concluya que VAW = |7 3.

(d) Formule un proceso de “deflacién inductiva” de A introduciendo columnas y filas con “ceros
fuera de la diagonal” (cuando se las observa en la matriz A) mediante pre- y post-multiplicaciéon por
matrices unitarias apropiadas. Verifique que el proceso de induccién termina tras un nimero finito
de pasos y que al final se obtiene la descomposicién de valor singular de A.

(e) {Qué ocurre si la matriz original A no es cuadrada?

112. (Cf. [7, Theor. 7.3.2, p. 412] Considere una descomposicién de valor singular A = UXV* de
una matriz cuadrada A € M(n x n,K). Escriba:

A=UXV* = (USU*) (UV*)=PW, con P=USU* y W=UV*. (58)

Demuestre o refute, y en todo caso, discuta:
(a) P es positiva semidefinida, i.e., z*Px > 0 (note que dice “>” y no “>”) para todo z € K", con

x # 0.
(b) rank P = rank A.
(c) W tiene filas ortonormales, i.e. WIW* = [.
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(d) P estd univocamente determinada y satisface P = (AAx)'/2. Dé una interpretacién razonable
para esta tultima férmula.
Suponga ahora que la matriz original A no es cuadrada, digamos A € M (m x n,K) con m > n.
A “bruta forza”, haga cuadradas (de m x m ) todas las matrices (exceptuando V* que conviene
dejarla como una matriz de m x n) de la descomposicién de valor singular, agregando 0’s a
diestra y siniestra.

(e) Examine si la factorizacién (58) y las propiedades (a)-(d) siguen siendo vélidas o no.
(f) La nueva matriz W jesta univocamente determinado cuando rank A = n?

(g) Si A es real, jes posible tomar Py W como matrices reales?

(h) ;Qué pasa si m < n?

Como el lector sospechard, (casi) todas las respuestas deberian ser afirmativas. La factorizacién
obtenida se conoce como “representacion polar” de una matriz dada.
(i) Escriba un programa para obtener la representacién polar de cualquier matriz.

113. [7, p. 415][12, p. 37, exc. 5.2] Usando SVD'® demuestre que toda matriz A € M(m x n,C)
es el limite (jcudl norma serfa apropiada para calcular el limite?) de una sucesién de matrices

A = (ag?))mxn € M(m x n,C), k € N, de rango completo. En otras palabras, demuestre que el

conjunto de las matrices de rango completo es denso en M (m x n,C).

114. [12, p. 37, exc. 5.3] [For all students!!!] Considere la matriz [_2 11} .

—10 5

(a) Determine s.c.P.L.P. ! una SVD real de A de la forma A = UXV”. La SVD no es tnica
(compruebe este hecho). Asi, encuentre la SVD que tiene el menor nimero de signos negativos en U
y V.

(b) Haga una tabla con los valores singulares, los vectores singulares izquierdos, y los vectores
singulares derechos de A. Dibuje cuidadosamente la bola unitaria de R? y su imagen bajo A, junto
con los vectores singulares, indicando claramente las coordenadas de sus vértices. Use sistemas de
coordenadas claramente rotulados con los nombres de las variables involucradas y todos los signos
convencionales del Dibujo Técnico que aseguren una buena comprensién de sus diagramas.

(c) Determine las normas 1, 2, 0o, y de Frobenius-Hilbert-Schmidt de la matriz A.

(d) Determine A~! indirectamente via SVD.

(e) Verifique que: det A =X Xg y |det A| = o109 .

(f) Determine el area del elipsoide que resulta como imagen de la bola unitaria de R? bajo A.

115. [12, p. 37, exc. 5.4] Suponga que A € M (m x m,C) tiene una SVD A = UXV*. Encuentre una
EVD ¥ A= XAX~! dela matriz hermitiana [31 /(1) } € M(2m x 2m,C) .

116. Cf.: http://www.computer.org/cise/homework/v5n3/index.htm

James G. Nagy and Dianne P. O’Leary, [9]. Los llamados problemas inversos constituyen uno de los
desafios méas exigentes en la computacién aplicada a la ciencia y a la ingenieria, debido a que involu-
cran la determinacién de los pardmetros de un sistema observado sélo indirectamente. Un ejemplo de
tales problemas es, por ejemplo, la determinacién de un sistema a partir solamente de su espectro.
Otro ejemplo tipico es la determinacién de posibles fracturas en un (es)tanque exclusivamente a
partir de mediciones de tipo sonar.

El problema que se quiere discutir aqui es el siguiente: dada una imagen borrosa y un modelo lineal
para la borrosidad, reconstruir la imagen original. Este problema inverso lineal ilustra el impacto
del mal condicionamiento en la seleccién de algoritmos. La herramienta principal para este proyecto
es la SVD.

16 “singular value decomposition”

75.¢.P.L.P. = s6lo con papel, 1apiz y pensamiento
18 “etgenvalue decomposition”
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(1) MAL CONDICIONAMIENTO. Consideremos un sistema de ecuaciones lineales:
Kf=g, KeMmnxnR), f,geR".

Supondremos que la matriz K estd escalada de modo que su mayor valor singular es o1 =
1. Si el menor valor singular o,, es aproximadamente 0, entonces K estd mal condicionada.
Distinguiremos dos tipos de mal condicionamiento:

e La matriz K se considera numéricamente de rango deficiente si existe un j tal que
0j > 041 R~ - R o, =0, e, si hay una brecha ostensible entre los valores singulares
grandes y los pequenos.

e Si los valores singulares decaen a 0 sin ninguna brecha especial en el espectro, se dice que
el sistema lineal K.f = g es un problema mal condicionado discreto

El calculo de soluciones aproximadas muy cercanas a las soluciones exactas en un problema mal
condicionado discreto del tipo K. f = g es, por lo general, un problema muy dificil,especialmente
debido a que en muchas aplicaciones reales, g no se conoce exactamente. En realidad la data
tipicamente tiene la forma:
g=K.[f+n,

donde 7 representa un ruido (desconocido) oerrores de medicién. El objetivo es, entonces, dada
una matriz mal condicionada K y un vector g, calcular una (buena) aproximacién del vector
desconocido f.
La solucién ingenua de K. f = g, usualmente, no es apropiada cuando K es muy mal condicona-
da, como en el caso que nos interesa. En estos casos se usa un procedimiento de reqularizacion
para hacer el problema menos sensible al ruido. En algunos circulos se habla de robustificacion
del proceso.

(2) REGULARIZACION DE TIKHONOV. El método de regularizaciéon mas conocido es la llamada
reqularizacion de Tikhonov que calcula una solucién del problema de minimos cuadrados amor-
tiguado:

min {lg — K 1[5 + o [I£15} (59)

El término o? | f Hg impone una penalizacién al tamano de la solucién. Dicha penalizaciéon
reduce el efecto de los valores singulares pequenos.

(3) PROBLEMA 1. Demuestre que la ecuacién (59) es equivalente al problema de minimos cua-

: (60)

drados lineal:
gl | K
o] -] 7],

El escalar a (llamado pardmetro de regularizacion) controla el grado de suavidad de la solucién.
Evidentemente, a = 0 implica ausencia de regularizacién y en este caso la solucién de (60)
estard muy probablemente corrupta con mucho ruido. Por otro lado, si « es grande, la solucién
calculada no podra ser una buena aproximacién de la solucién exacta f. La elecciéon de un valor
apropiado para a no es algo trivial. Varios algoritmos han sido propuestos en la literatura pero
aqui se usard un método manual.

(4) PROBLEMA 2. Demuestre que si K tiene una SVD K = UXVT, entonces la ecuacién (60)
puede transformarse en el problema de cuadrados minimos equivalente:

{1071,

(5) PROBLEMA 3. Obtenga una férmula para la solucién de la ecuacién (61). Hint: haga cero la
derivada de la funcién de minimizacién y resuelva para f.
Todo esto constituye un algoritmo para determinar la solucién de Tikhonov de un problema
mal condicionado discreto.

(6) SVD TRUNCADA. Otro método para regularizar el problema consiste en truncar la SVD. El
siguiente Problema 4 ilustra como expresar la soluciéon al problema de minimos cuadrados en
términos de la SVD.

2

min
f

con f: vlr, g=U"g. (61)

min
!

)
2
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(7) PROBLEMA 4. Demuestre que la solucién del problema:
, 2
min {|lg — K73} (62)

viene dada por:
n

ﬂSZL@ﬁUTEEEZU?gw, (63)
i1 7
donde u; es la i-ésima columna de U, y v; es la ¢-”esima columna de V.
Se puede ver que hay problemas en fy; si un pequeno valor de o; divide un término uZTg que
contiene errores. En tales casos, fss quedard dominado por errores.
Para eludir esta dificultad, Richard Hanson y James Varah han sugerido truncar la expansion

(63):
p T
_ u; g
fés - ZZ:; o

Vs, (64)

para algun valor p < n.
Ahora tenemos todos los ingredientes para resolver el problema de eliminacién de la borrosidad
en procesamiento de imagenes. Supongamos que tenemos una imagen borrosa o ruidosa G junto
con algin conocimiento del operador de borrosidad, y queremos construir la imagen verdadera
original F'. Este es un ejemplo de un problema mal condicionado discreto en el cual los vectores
en el sistema lineal g = K. f+n representan los arreglos bidimensionales (F'y G) de las imagenes
apilados por columnas para formar vectores (por ejemplo, debajo de la primera columna de F'
viene la segunda columna de F' y asi sucesivamente hasta concluir con la n-ésima columna,
obteniéndose de esta manera un vector de n? componentes). En la notacién de Matlab se
tendria:
f = reshape(F,n,1), g = reshape(G,n,1). (65)

El objetivo de este problema es, dados K y G, reconstruir una aproximacién de la imagen
desconocida F'.
Si suponemos que F'y G contienen y/n X /n pixeles, entonces f y g son vectores de largo n y
K es una matriz de n x n que representa la borrosidad en la imagen. Por lo general esta matriz
es muy grande para usar SVD. Sin embargo, en algunos casos se puede escribir K como un
producto de Kronecker K = A ® B y entonces se puede usar SVD.

(8) DOs PALABRITAS ACERCA DE LOS PRODUCTOS DE KRONECKER. El producto de Kronecker
A® B, donde A y B son matrices de m x m se define mediante:

CLllB a12B . almB
ang aggB . agmB

A@B=| | o . (66)
am B ameB ... ammB

Teorema 9. 57 A = UAEAV/I y B = UBEBVg, entonces K = USVT donde U = Uy ® Ug,
YT=Y403pyV=Vax VL.

Tarea: Demuestre el teorema precedente.
Por consiguiente, si una matriz grande es el producto de Kronecker de dos matrices mas pe-
quenas, entonces se puede calcular la SVD de la matriz grande. En la pagina “web” de J.G.
Nagy y D.P. O’Leary mencionada al comienzo de este ejercicio se puede hallar un programa
Matlab de muestra que ilustra la propiedad discutida.
Para resolver el problema de eliminacién de la borrosidad de una imagen hay que operar cuida-
dosamente con con matrices mas pequenas pues, de otro modo, rapidamente aparecen problemas
de memoria o almacenamiento de data.

(9) PROBLEMA 5. Escriba un programa que toma matrices A, B y una imagen G, y calcule
aproximaciones de la imagen F' mediante la regularizacién de Tikhonov y la SVD truncada. Para
cada uno de estos algoritmos, realice algunos experimentos para hallar el valor del parametro
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[1]

=

N

[10]
[11]

[12]

de regularizacién (« para Tikhonov y p para la SVD truncada) que da la imagen mds nitida.
La referida pédgina “web” de J.G. Nagy y D.P. O’Leary contiene datos de muestra: una imagen
borrosa G y matrices A, B. La tarea consiste en restaurar la imagen hasta el punto que se
pueda leer el texto que contiene. Compare la efectividad de los dos algoritmos.
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