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1. DESCOMPOSICION DE VALOR SINGULAR

3 2
1. Considere la matriz A= |—1 2
2 0

(a) Determine los valores singulares de A .
(b) Determine los vectores singulares derechos de A, i.e., los vectores-columna de la matriz

V de la SVD reducida USV* de A. Note bien que lo pedido son los vectores-columna de 1% y

no los de V*.
(c) Determine los vectores singulares izquierdos de A, i.e., los vectores-columna de la matriz

U de la SVD reducida USV* de A.
(d) Verifique que la SVD de A que Ud. obtuvo es correcta.

DESARROLLO.
(a) Preambulo. Consideremos la SVD reducida de A € M(m x n,C):
A=UXV"* vy, equivalentemente, A*=VXU",
donde U € M(m xn,C)y V € M(n x n,C) tienen columnas respectivamente ortonor-
males (i.e., (U)*U* =85y (VI)'VE=6,)% v
Y = diag [01,02,...,%} € M(nxn,C), con oy >09>-->0,>0,
es una matriz diagonal. De aqui se desprende que:
A*A=VIUUSV* = VEV*,
donde A*A € M(n x n,C). Luego, (A*A).V = V.22 ie.
(A*A). [VIVE . v = [VHV?].. |v"]. diag [0]. 03, ..., 00)
= [O’%Vl, osV2 ... ,UELV"} )

donde V* es la k-ésima columna de V. Por consiguiente, los vectores-columna de la matriz
V de la SVD de A deben satisfacer:

(A*A) VF=02VF k=1:n,

i.e., el k-ésimo vector-columna de la matriz V' debe ser un vector propio de la matriz A*A
con valor propio o7. Esta observacién permite obtener la matriz V' con cierta facilidad.
En el caso real habrd que considerar, evidentemente, la matriz AT A.
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(b) Célculo de AT A. Se obtiene directamente AT A = [14 4] :

4 8

Célculo de los valores propios de AT A mediante la solucién de la ecuacién det(ATA —
AI) = 0. Se obtiene \; = 0} =16 y Ay = 05 = 6.

Célculo de los valores singulares de AT A tomando raiz de los valores propios ya deter-
minados. Se obtiene 0y =4y 09 = V6.

(¢) Como se sabe, los vectores singulares derechos v; de A corresponden a los vectores propios
de la matriz AT A, normalizados a norma 1. Luego, hay que resolver el sistema AT A.v =

Av.
Caso A = \; = 16: se obtiene v; = ﬁ?g]

. —~1/v/5
Caso A = Ay = 6: bt = )
aso 2 se obtiene vy {2/\/5}
Nota: Los signos de v1 v v9 no estan univocamente determinados, pero ello no influye en
el desarrollo ulterior.

(d) Andlogamente, los vectores singulares izquierdos de A se obtienen resolviendo el sistema
AV =U%, donde V' = [v1|vg], ¥ = diag[oy, 02] y los ¢; son los valores singulares obtenidos
en (a). Luego, basta resolver el sistema

= 21 U22
31 U32

8/\/5 1/\/3 3 2 Uil Uiz 4y \/éulz
0 Vi | =|-1 2 E/é _21/\/\/55] [4 y } = |4ug V6us
4/v/5 —2/\/54 2 0 / / ¥4U31 \/6U32J

=AV =U%

e

_ T _ T f )
para uy = [ugy, U2, Us1]’ ¥ Uz = U2, Use, use]” . De consiguiente:

[ | 8/vV5 1/4/5 2/v/5

Uy = |ug | = Uil columnay (AV') = icolumnal 0 NG = 0

Uz 4/V5 —2/v/5 1/v5
-U12- 8/\/5 1/\/5 1/\/%

Uy = |Ugg | = (}2 columnay(AV') = % columnas 0 V5 = 5/6

32 | 4/V5 —2/V/5 —+/2/15

(e) Verificacién:

L 2/v5  1/v/30
UXVT=1| 0 5/6
VG /25

2. (a) Construya su propia demostraciéon para el siguiente teorema o estudie a fondo las
demostraciones que proponen algunos de los textos de referencia para este importante resul-
tado del Algebra Lineal Computacional. Asegurese de haber comprendido correctamente las
demostraciones que estudie.

s - [ -

0 V6| |-1/v5 2/V5] _21

Teorema 1. [8, Theor. 4.1, p. 29] Sea A € M(m x n,C). Entonces existen matrices unitarias
Ue Mmxm,C)yV € M(n xn,C), y una matriz diagonal > = diag [01,02, ) ..,an} €
M(m x n,C) con o, > 0y > -+ >0, >0, tales que A = UXV*.

40bsérvese que la matriz ¥ no es, en general, cuadrada. No obstante, atin en ese caso se acostumbra a decir
que ¥ es una matriz diagonal. Cuando ¥ no es cuadrada, sus filas de por debajo de la fila n, si m > n, o sus
columnas a la derecha de la columna m, si m < n, son todas nulas.
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Los valores singulares estan siempre univocamente determinados.
Si A es una matriz cuadrada y los oy son todos distintos, entonces los los vectores singulares
izquierdos:
U7 = j-ésima columna de la matriz U , j=1:m=n,
los vectores singulares derechos:

Vk = k-ésima columna de la matriz V., j=1l:n=m,

estdn univocamente determinados excepto por signos complejos (i.e., factores escalares com-
plejos de mddulo 1).

(b) Las demostraciones més populares del resultado precedente, son inductivas. Estudie la po-
sibilidad de traducir algunas de esas demostraciones inductivas en algoritmos computacionales
que permita obtener la SVD de una matriz dada A.

3. (Cf. [8, Lect. 5, p. 32]) Sea A € M(m x n,C) una matriz dada y A = UXV* su SVD
reducida. Sea r = |{o; : 0; > 0}|. Demuestre o refute, y en todo caso, discuta:

(a) rank A = 7.
(b) Range(A) = Col(A) = (U',...,U"), donde U’ = j-ésimo vector-columna de U.
c¢) Nu = (V™ ..., V™) donde = k-ésimo vector-columna de V.
(¢) Null(A) = (Vr+! V™), donde VF = k-ési 1 de V
A.
2 =01, Frobenius — U+"'+U;min7x||220n m=>mn).
a) |14 A ; 7 min |
)

0 |zl

(e) Los valores singulares o; no nulos vienen dados por o; = \/>\7 , donde A; es el j-ésimo
valor propio no nulo de la matriz A*A € M(nxn,C) o de la matriz AA* € M(mxm,C).
Ambas matrices tiene los mismos valores propios no nulos. Los valores propios de A*A y
AA* son reales y no negativos.

(f) Si A* = A, los valores singulares de A coinciden con los valores absolutos de los valores

propios de A.
(g) Si A€ M(mxm,C), |det A| = [I}%, 05

4. [8, Lect. 5, p. 35] APROXIMACION DE BAJO RANGO. Sea A € M(m x n,C) una matriz
dada y A = ULV* su SVD reducida. Sea p = min{m,n} y r = }{Uj : 0; > 0}]. Discuta,
verifique, corrija o eventualmente refute los siguientes argumentos y resultados:

P j P

| |
(a) Dado que ¥ = diag [01,...,0T,0,...,O} = Z;Zl diag [O,...,O,c}j,O,...,O}, se tiene:
j p

A=Usv* = U diag [0,...,0,0—1].,0,,,,75]‘/* = o 0. (V)"
J=1 j=1

(b) Sea A, =377, 0;U7.(V?)", v =0: 7. Entonces:

T ()
A—-A, = Z of U’. (Vj)* = [U”H‘ . }UT’}. diag [UVH, .. .,ar]. :
j=v+l Upir St (Vr)*
Ve

v+1

constituye una SVD para A — A,: A — A, = Up41.2,4:1.V,[ ;. Por definicién de la SVD
se tiene entonces:

|A - A,,H2 = primer (mayor) valor singular = g, . (1)
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(c) Sea E = <V1, ce V”+1> el espacio de C" engendrado por los primeros v + 1 vectores
singulares derechos. Para todo w € E se tiene entonces:

(Aw)".(Aw) = w* A" Aw = wVEU ULV W = w*V, $? V'w = 2*%%2
~— =~

z* z
=oilzff+- 03+1‘Zu+1‘2 2 QZIP tot ‘Zu+1‘2)JUS+1 :
EEE
Nétese que ||z|> = ||[V*.w]]? = ||w]|?, pues la matriz V € M(n x n,C) es unitaria y, por

lo tanto, preserva la norma Euclideana. Por consiguiente se tiene:
2
Al = o2, 1202 = oy ]2 Ywe E. (2)
(d) Sobre la base de los resultados precedentes se puede demostrar el siguiente
Teorema 2. Para todo v =0 : 1 se tiene:

) | ,
Ja-al, Lot fa-5],. ®)
rank B<v

Si v =min{m,n}, hacemos o,,1 = 0.

Demostracion. Sélo hay que probar la segunda igualdad en (3). Supongamos que exista
una matriz B € M(m x n,C) con rank B < v tal que:

14 = B, < [[A = 4[], = o1
Consideremos entonces el subespacio:
W =Null(B) C C", con dimW =n—rankB>n—v.
Para w € W se tiene entonces B.w = 0, Aw = (A — B).w, y:
[Awllz = [[(A = B).wllz <[|A = Blls w2 < gvpr [[w]]s-

Luego, W es un subespacio de C" de dimensiéon a lo menos n — v donde se cumple
[Awllz < o [Jw]]2.

Por otro lado, de (c¢) sabemos que el subespacio E de C" generado por los v + 1 vectores
singulares derechos V7, j = 1: v+ 1, de A, posee las siguientes propiedades:

. 2 (2
dmE=v+1 y |[[4w|” > op|w|® VweE.

En vista de dimW >n — v y dim E = v + 1, los subespacios W y E de C™ deben tener
una interseccién que no se reduce al subespacio trivial {0}. En efecto, si W N E # {0},
entonces se tendria:

n+l=mn—-v)+¥+1) <dmW +dimFE < dimC" =n,

que obviamente es una contradiccién. Existe, por lo tanto, un vector 0 # w € WNE
que debe satisfacer simultdneamente ||A.wl||s < 0,41 ||w||2, por estar en W, y ||[A.w]|2 >
0,41 ||w|2, por estar en E. Ello representa, evidentemente, otra contradiccion. [ ]

Nota. El lector diligente seguramente habra observado que la demostracion precedente

s6lo prueba la desigualdad 0,1 < inf HA - BH2 en (3). ;Cémo se obtendria la
BeM(mxn,C)
rank B<v

otra desigualdad?
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5. Sea A € M(n x n, R) una matriz positiva definida. Para iy, € N con 1 < i < iy <
... <1, <nsea Ali,...,i,) la submatriz de A formada por las filas iy, ...,i, y las columnas
i1,...,14, de la matriz A. Note, entonces, que la diagonal de A[iy, ..., 1,] estd contenida en la
diagonal de de A. Se dice que Aliy, ..., 1,] es una submatriz principal de A.

(a) Demuestre o refute, y en cualquier caso, discuta: det A[iy, ..., 7,] > 0 para toda seleccién
de los indices 1 <1 < i < ... <14, < n.

(b) {Es equivalente (a) con el hecho que A es positiva definida?

(c) (Qué relacién hay entre los valores singulares de las matrices Afiy,...,7,] v los valores
singulares de la matriz A?
V(A
(d) Sea V'(A,7) el volumen del elipsoide {z € R™ : 7. A.z < ~}. Calcule el cuociente ﬁ
e

6. [4, p. 415] Sea # € C™ un vector no nulo dado. Considere el vector x como una matriz
X € M(n x 1,K). Sean W = [1] € M(1 x 1,K), ¥ = [||z|]2,0,...,0]T € M(n x 1,K),

x .

V= {— V2, .., 0| € M(nx1,K), donde v, ..., v, es un sistema de n — 1 vectores orto-
[EdlP ‘ o

normales cualesquiera, todos ellos ortogonales al vector . Demuestre que una descomposicion

de valor singular de la matriz X viene dada por X = VYIV*.

7. [4, p. 416] Si A € M(n x n,K) es no singular, demuestre que el siguiente procedimiento
produce una descomposicién de valor singular A = VW *:

(i) Forme la matriz Hermitiana positiva definida AA* y determine una diagonalizacién uni-
taria AA* = UAU™* hallando los valores propios positivos A;, i = 1,...,n, y el correspon-
diente sistema de u;, 1 = 1,...,n, de vectores propios ortonormales.

(ii) Defina ¥ := A2y V =U = [uy,...,uy,].

(iii) Defina W = A*V¥ "L

a) Demuestre todo. En particular, demuestre que W es unitaria con A = VIW* .

b) Escriba un programa que permita obtener la descomposicion de valor singular.

¢) Usando su programa, obtenga descomposiciones de valor singular para tres o cuatro matri-
ces de dimensiones 3, 5, y 8, por ejemplo. Para resolver esta parte del ejercicio el estudiante
probablemente querra aplicar el algoritmo descrito en el ejercicio precedente. Converse con
sus colegas que abordaron ese ejercicio para que le faciliten os cdédigos correspondientes.

d) Usando un programa ad hoc verifique que el producto de las matrices de las factorizaciones
que obtenga, efectivamente dan las matrices originales.

8. [4, p. 416] Sea A € M(n x n, K) una matriz no necesariamente no-singular. Demuestre
que el siguiente procedimiento produce una descomposicion de valor singular A = VXW*:

(i) Sea I € M(n x n, K) la matriz identidad. Entonces existe una constante ¢ = ¢(A) tal
que la matriz A. = A + eI es no-singular para todo ¢ €]0,c[C R. Sugerencia: Observe
las raices de la ecuacién caracteristica det(A — AI) = 0 en el plano complejo.

(ii) Elija ahora ¢ €]0,¢[C R. Aplique el procedimiento del ejercicio anterior para obtener
una descomposiciéon de valor singular A, = V.X W7

(iii) Aplique ahora el siguiente resultado, que no se pide demostrar:
Lema Auxiliar. Sea {U,}pen = [ufj}peN una sucesion de matrices unitarias en M (n X

Pk

n,K). Entonces existe una subsucesion {Up, }ren = [uij}keN de la sucesion original, tal
que

: P _ ,,0 s
l}LIIOlouij—uij, Vi,j=1,...,n,

donde la matriz limite Uy = [u);] € M(n x n,K) también es unitaria.
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Sobre la base de este lema auxiliar se obtiene una sucesién {ey }ren en |0, ¢[, una matriz
diagonal 3 € M(n x n,K) con coeficientes no negativos, y matrices unitarias V, W €
M(n x n,K) tales que:
lime, =0, lmV, =V, lim, =%, lim W, =W.
k—o0 k—o0

k—o0
(iv) Demuestre que A = VW™

9. [4, p. 421, pr. 7] Sea A € M(m x n,K) una matriz dada con descomposicién de valor
singular A = VIW?*. Defina AT = WXTV*, donde X' es la transpuesta de ¥ en la cual los
valores singulares positivos de A se reemplazan por sus valores reciprocos. Demuestre que:

(a) AAT y ATA son hermitianas, (b) AATA= A, (c) ATAAT = AT,
Demuestre que AT = A~! si A es cuadrada y no-singular. La matriz A se llama inversa
generalizada o inversa de Moore-Penrose de la matriz A. Se puede demostrar que la inversa

generalizada existe para toda matriz A, incluso para matrices cuadradas singulares o para
matrices no cuadradas.

Demuestre, ademds, que A’ queda unfvocamente determinada por las propiedades (a), (b),
().

10. [4, p. 422, pr. 10] La descomposicién de valor singular se puede obtener sin utilizar ex-
plicitamente vectores ni valores propios. Los vectores singulares (de izquierda y de derecha) y
los valores singulares pueden construirse directamente a partir de la llamada caracterizacion
variacional de la norma espectral (que es, simplemente, la definicién usual de la norma de un
operador lineal): si A € M(n x n,K) es una matriz dada, entonces se define:

[|All2 = sup ||Az||2. (Norma Espectral)

|||]2=1

(a) Sea n > 2y suponga que B € M(n x n,K) tiene la forma:

B:[%I g}(] con oy =||Bll, weC™', XeM((n-1)x(n-1),K).

1
Demuestre que w = 0. Sugerencia: Si o > 0, considere ( = E {Z}l] , demuestre

(0% + w*w

que ||B¢||3 > o7 + w*w, y use la férmula (Norma Espectral). Ademés, jconsulte [8]!

(b) Sea A € M(n x n,K), defina oy = || A]|2, y use la férmula (Norma Espectral) para probar
que existe un vector unitario ||z||; tal que ||A 2,||; = 0. Defina y; = o7 ' A 2, para la parte (c).
Nota: Posiblemente el estudiante quiera usar aqui el teorema de Weierstrass para funciones
continuas definidas sobre conjuntos compactos.

(c) Sean Vi,W; € M(n x n,K) matrices unitarias cuyas primeras columnas son x; e y;
respectivamente. Demuestre que V" AW, tiene norma espectral o; y que tiene la forma de la
01 0

0 X|-°

(d) Formule un proceso de “deflacién inductiva” de A introduciendo columnas y filas con
“ceros fuera de la diagonal” (cuando se las observa en la matriz A) mediante pre- y post-
multiplicacién por matrices unitarias apropiadas. Verifique que el proceso de induccion termi-

na tras un numero finito de pasos y que al final se obtiene la descomposicién de valor singular
de A.

(e) {Qué ocurre si la matriz original A no es cuadrada?

matriz B de la parte (a). Concluya que V"AW; = [

G. HERNANDEZ + O. ORELLANA + L. SALINAS/ COMPUTACION CIENT{FICA I/13 DE MAYO DE 2007
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11. (Cf. [4, Theor. 7.3.2, p. 412] Considere una descomposicién de valor singular A = UXV*
de una matriz cuadrada A € M(n x n,K). Escriba:

A=USV* = (USU*) (UV*)=PW, con P=USU* y W=UV*. (4)

Demuestre o refute, y en todo caso, discuta:

(a) P es positiva semidefinida, i.e., z*Pz > 0 (note que dice “>" y no “>") para todo
x € K" con x # 0.

(b) rank P = rank A.

(c) W tiene filas ortonormales, i.e. WW* = I.

(d) P estd univocamente determinada y satisface P = (AAx)"/2. Dé una interpretacién

razonable para esta ultima férmula.

Suponga ahora que la matriz original A no es cuadrada, digamos A € M(m x n,K) con

m > n. A “bruta forza”, haga cuadradas (de m xm ) todas las matrices (exceptuando V*

que conviene dejarla como una matriz de m x n) de la descomposicién de valor singular,

agregando 0’s a diestra y siniestra.

Examine si la factorizacién (4) y las propiedades (a)-(d) siguen siendo validas o no.

La nueva matriz W jesta univocamente determinado cuando rank A = n?

Si A es real, jes posible tomar P y W como matrices reales?

L Qué pasa si m < n?

Como el lector sospechard, (casi) todas las respuestas deberian ser afirmativas. La facto-

rizacion obtenida se conoce como “representacion polar” de una matriz dada.

(i) Escriba un programa para obtener la representacién polar de cualquier matriz.

12. [4, p. 415][8, p. 37, exc. 5.2] Usando SVD® demuestre que toda matriz A € M(m x n, C)
es el limite (;cudl norma seria apropiada para calcular el limite?) de una sucesiéon de matrices

TN~
[=aoCE N
S S S N

A = (aE?) € M(m x n,C), k € N, de rango completo. En otras palabras, demuestre
mXn

que el conjunto de las matrices de rango completo es denso en M(m x n,C).

-2 11
—10 5] '

(a) Determine s.c.P.L.P.  una SVD real de A de la forma A = UXVT . La SVD no es tnica
(compruebe este hecho). Asi, encuentre la SVD que tiene el menor ntiimero de signos negativos
enUyV.

(b) Haga una tabla con los valores singulares, los vectores singulares izquierdos, y los vectores
singulares derechos de A. Dibuje cuidadosamente la bola unitaria de R? y su imagen bajo A,
junto con los vectores singulares, indicando claramente las coordenadas de sus vértices. Use
sistemas de coordenadas claramente rotulados con los nombres de las variables involucradas
y todos los signos convencionales del Dibujo Técnico que aseguren una buena comprensién de
sus diagramas.

(c) Determine las normas 1, 2, oo, y de Frobenius-Hilbert-Schmidt de la matriz A.

(d) Determine A~! indirectamente via SVD.

(e

(

13. [8, p. 37, exc. 5.3] [For all students!!!] Considere la matriz {

)
) Verifique que: det A = Ay y |det A| = ogy05 .
f) Determine el drea del elipsoide que resulta como imagen de la bola unitaria de R? bajo A.

5 “g
6

ingular value decomposition”
s.c.P.L.P. = sélo con papel, ldpiz y pensamiento
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14. [8, p. 37, exc. 5.4] Suponga que A € M(m x m,C) tiene una SVD A = UXV*. Encuentre
una EVD 7 A = XAX~! de la matriz hermitiana {SX % } € M(2m x 2m,C) .

15. Cf.: http://www.computer.org/cise/homework/vbn3/index.htm

James G. Nagy and Dianne P. O’Leary, [6]. Los llamados problemas inversos constituyen
uno de los desafios méas exigentes en la computacién aplicada a la ciencia y a la ingenieria,
debido a que involucran la determinacion de los parametros de un sistema observado sélo
indirectamente. Un ejemplo de tales problemas es, por ejemplo, la determinacién de un sistema
a partir solamente de su espectro. Otro ejemplo tipico es la determinacién de posibles fracturas
en un (es)tanque exclusivamente a partir de mediciones de tipo sonar.

El problema que se quiere discutir aqui es el siguiente: dada una imagen borrosa y un modelo
lineal para la borrosidad, reconstruir la imagen original. Este problema inverso lineal ilustra
el impacto del mal condicionamiento en la seleccion de algoritmos. La herramienta principal
para este proyecto es la SVD.

(1) MAL CONDICIONAMIENTO. Consideremos un sistema de ecuaciones lineales:
Kf=g., KeMnxnR), fgcR"

Supondremos que la matriz K estd escalada de modo que su mayor valor singular es
o1 = 1. Si el menor valor singular o, es aproximadamente 0, entonces K estd mal
condicionada. Distinguiremos dos tipos de mal condicionamiento:

e La matriz K se considera numéricamente de rango deficiente si existe un j tal que
0j > 0j41 & - & o, = 0, ie, si hay una brecha ostensible entre los valores
singulares grandes y los pequenos.

e Si los valores singulares decaen a 0 sin ninguna brecha especial en el espectro, se
dice que el sistema lineal K.f = g es un problema mal condicionado discreto

El calculo de soluciones aproximadas muy cercanas a las soluciones exactas en un pro-
blema mal condicionado discreto del tipo K.f = g es, por lo general, un problema muy
dificil,especialmente debido a que en muchas aplicaciones reales, g no se conoce exacta-
mente. En realidad la data tipicamente tiene la forma:

g=K.f+n,

donde 7 representa un ruido (desconocido) oerrores de medicién. El objetivo es, entonces,
dada una matriz mal condicionada K y un vector g, calcular una (buena) aproximacién
del vector desconocido f.
La solucién ingenua de K.f = ¢, usualmente, no es apropiada cuando K es muy mal
condiconada, como en el caso que nos interesa. En estos casos se usa un procedimiento
de regularizacion para hacer el problema menos sensible al ruido. En algunos circulos se
habla de robustificacion del proceso.

(2) REGULARIZACION DE TIKHONOV. El método de regularizaciéon mds conocido es la
llamada reqularizacion de Tikhonov que calcula una solucion del problema de minimos
cuadrados amortiguado:

min {llg = K13 +a? |73} - )

, . 2 . . ., ~ . . . .,
El término o? || f||; impone una penalizacién al tamaiio de la solucién. Dicha penalizacion
reduce el efecto de los valores singulares pequenos.

v “ergenvalue decomposition”
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(3) PROBLEMA 1. Demuestre que la ecuacién (5) es equivalente al problema de minimos
2
: (6)

cuadrados lineal:
gl K
o]~ [or] 7],

El escalar o (llamado pardmetro de regularizacion) controla el grado de suavidad de
la solucién. Evidentemente, o = 0 implica ausencia de regularizacién y en este caso la
solucién de (6) estard muy probablemente corrupta con mucho ruido. Por otro lado, si
a es grande, la solucién calculada no podréd ser una buena aproximacién de la solucién
exacta f. La eleccién de un valor apropiado para « no es algo trivial. Varios algoritmos
han sido propuestos en la literatura pero aqui se usara un método manual.

(4) PROBLEMA 2. Demuestre que si K tiene una SVD K = UXVT| entonces la ecuacién
(6) puede transformarse en el problema de cuadrados minimos equivalente:

(REIAEY

, con f=VTf g=U"yg. (7)

2

(5) PROBLEMA 3. Obtenga una férmula para la solucién de la ecuacién (7). Hint: haga
cero la derivada de la funciéon de minimizacién y resuelva para f.

Todo esto constituye un algoritmo para determinar la solucién de Tikhonov de un pro-
blema mal condicionado discreto.

(6) SVD TRUNCADA. Otro método para regularizar el problema consiste en truncar la
SVD. El siguiente Problema 4 ilustra cémo expresar la solucion al problema de minimos
cuadrados en términos de la SVD.

(7) PROBLEMA 4. Demuestre que la solucién del problema:

min {lg ~ K13} . ®

min
f

min
f

viene dada por:
n

T uj g
fos =VEIUT = Z i, (9)
i=1 '

donde u; es la i-ésima columna de U, y v; es la i-"esima columna de V.
Se puede ver que hay problemas en fy, si un pequefio valor de o; divide un término ulg
que contiene errores. En tales casos, f,s quedara dominado por errores.
Para eludir esta dificultad, Richard Hanson y James Varah han sugerido truncar la ex-
pansion (9):

~ujg

f ls ZZ:; 0 Vi (10)
para algtun valor p < n.
Ahora tenemos todos los ingredientes para resolver el problema de eliminacién de la bo-
rrosidad en procesamiento de imagenes. Supongamos que tenemos una imagen borrosa o
ruidosa GG junto con algiin conocimiento del operador de borrosidad, y queremos construir
la imagen verdadera original F. Este es un ejemplo de un problema mal condicionado
discreto en el cual los vectores en el sistema lineal g = K. f + n representan los arreglos
bidimensionales (F' y G) de las imagenes apilados por columnas para formar vectores
(por ejemplo, debajo de la primera columna de F' viene la segunda columna de F'y
asi sucesivamente hasta concluir con la n-ésima columna, obteniéndose de esta manera
un vector de n? componentes). En la notacién de Matlab se tendrfa:

f = reshape(F,n, 1), g = reshape(G,n,1). (11)
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El objetivo de este problema es, dados K y G, reconstruir una aproximacion de la imagen
desconocida F'.
Si suponemos que F'y G contienen /n X \/n pixeles, entonces f y g son vectores de
largo n y K es una matriz de n x n que representa la borrosidad en la imagen. Por lo
general esta matriz es muy grande para usar SVD. Sin embargo, en algunos casos se
puede escribir K como un producto de Kronecker K = A ® B y entonces se puede usar
SVD.

(8) Dos PALABRITAS ACERCA DE LOS ProDUCTOS DE KRONECKER. El producto de
Kronecker A ® B, donde A y B son matrices de m X m se define mediante:

allB a12B P almB
anB apB ... ay,B
AeB=| . T L (12)

Teorema 3. Si A = UsX4VE y B = UgXgVE, entonces K = UXVT donde U =
Us@Up, =S,05 yV =Vi0 V],

Tarea: Demuestre el teorema precedente.

Por consiguiente, si una matriz grande es el producto de Kronecker de dos matrices mas
pequenas, entonces se puede calcular la SVD de la matriz grande. En la pagina “web”
de J.G. Nagy y D.P. O’Leary mencionada al comienzo de este ejercicio se puede hallar
un programa Matlab de muestra que ilustra la propiedad discutida.

Para resolver el problema de eliminacion de la borrosidad de una imagen hay que ope-
rar cuidadosamente con con matrices mas pequenas pues, de otro modo, rapidamente
aparecen problemas de memoria o almacenamiento de data.

(9) PROBLEMA 5. Escriba un programa que toma matrices A, B y una imagen G, y cal-
cule aproximaciones de la imagen F' mediante la regularizacion de Tikhonov y la SVD
truncada. Para cada uno de estos algoritmos, realice algunos experimentos para hallar el
valor del pardmetro de regularizacién (a para Tikhonov y p para la SVD truncada) que
da la imagen mas nitida. La referida pagina “web” de J.G. Nagy y D.P. O’Leary contiene
datos de muestra: una imagen borrosa G y matrices A, B. La tarea consiste en restaurar
la imagen hasta el punto que se pueda leer el texto que contiene. Compare la efectividad
de los dos algoritmos.

2. PROYECTORES

1. PROYECTORES EN GENERAL. Examine las proposiciones siguientes. Demuestre o refute
lo que corresponda y, en todo caso, discuta.

(a) Un proyector en C™ es una matriz cuadrada P € M (m xm, C) tal que P?> = P. Evidente-
mente, el proyector P proyecta el espacio C™ sobre el subespacio Range(P) = Col(P) C
c™.

EJEMPLO. Considere el espacio R? equipado con la base B = {b;,by} con b, = [2,1]T
y by = [3,7]7. Claramente B no es una base ortonormal. Entonces todo vector x =
(21, 22)" € R? puede escribirse en términos de la base B:

] omomeonaf] - ] [21)
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que da origen a un sistema de ecuaciones lineales de la forma A.§ = x:

5[]

Se observa que el primer vector-columna de A es el vector basal b; y el segundo, bs.
Como B es una base de R?, la matriz A es invertible. &, v & son las coordenadas de x
con respecto a la base B. Las coordenadas del vector x con respecto a la base B vienen

dadas entonces por:
al _[2 3] o] _ (&% | [n
&2 L7 Ty = N2

La proyeccion del vector x sobre el subespacio Rby a lo largo del subespacio Rby viene
dada por la aplicacion 7 : x — &by, i.e.:

e B0~ Bl s -0 )
SHEEIIEE [i :] M

Se observa que la matriz cuadrada P satisface:

—_

4 =6 4 =6 14 =6
o |11 m| |1 | _ |1 1| _
P = 7 =3 7 =3| |7 =3 =P,
11 11 11 11 11 11

de modo que P es efectivamente un proyector de R?. Diremos que el proyector es oblicuo
pues la base B no es ortogonal.

Tarea. Determine la matriz Q del proyector my : & +— &by de R? sobre el subespacio Rby
a lo largo del subespacio Rb;.

Tarea. Determine todos los proyectores P € M (2 x2,C)y P € M(3 x 3,C)

PROYECTORES EN GENERAL (NO NECESARIAMENTE ORTOGONALES).

Sean I, P € M(m x m,C), donde I es la matriz identidad. Entonces se tiene:
(i) P es un proyector si y sélo si I — P es un proyector.
I — P es el llamado proyector complementario de P. Evidentemente, P es el pro-
yector complementario de I — P.
Ahora supéngase que P es un proyector. Entonces:

(ii) Range(/ — P) = Null(P); Range(P) = Null( — P).

(iii) Range( )N Null(P) = {0}, Range(P)& Null(P) =C™.

(iv) C™ = Range(P) @ Null(P) (basta observar que v = P.v — (I — P).v)

(v) (Serian vélidas (ii), (iii), (iv) si P no fuera un proyector? Dé contra-ejemplos.
Reciprocamente, si S; y Sy son dos subespacios de C™ tales que S; @ Sy = C™ (i.e., en
particular S; NSy = {0}), entonces existe un tinico proyector P tal que S; = Range(P) =
Null( — P) y Sy = Null(P) = Range(I — P).

P se denomina proyector de C™ sobre Sy a lo largo de Sy e I — P es el proyector de C™
sobre Sy a lo largo de Sy y satisface Sy = Range(I — P) y Null({ — P) = 5.
(i) Obtenga una expresiéon algebraica para P, por ejemplo, en funcién de una base de
Si.
(ii) Determine rank(P) y rank(/ — P) en funcién de m y de las dimensiones de los
espacios Sy y 5.
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3. PROYECTORES ORTOGONALES. Examine las proposiciones siguientes. Demuestre o refute
lo que corresponda y, en todo caso, discuta.

(a) Se dice que un proyector P € M(m x m,C) es un proyector ortogonal ssi los subespacios
S1 = Range(P) y Sy = Null(P) son ortogonales, i.e.:

uv=0 V u € Range(P) Vv € Null(P).

El proyector ortogonal complementario de P viene dado por I — P.

(b) jLos proyectores ortogonales no son matrices ortogonales! Caracterice todos los proyec-
tores ortogonales de 2 x 2 y 3 X 3 que son matrices ortogonales, resp., unitarias.

(¢) Sea P € M(m x m,C) un proyector. Entonces: P es un proyector ortogonal si y sélo si
P = P* ie. siysélosi P es una matriz Hermitiana. (Cf. [8, Theor. 6.1, p. 44])

(d) Sea {qi1,¢2,-..,¢,} un conjunto cualquiera de vectores ortonormales en C™ n < m. Sea
S = <q1, Q2 - -, qn> el subespacio de C™ generado por los vectores ortonormales g;. Sea

~

Q= [ql ‘qg‘ . }qn} € M(mxn,C). Entonces el proyector ortogonal P sobre el subespacio
S1 viene dado por P = QQ*.

(e) La formula maravillosa. En el caso n = 1 el proyector ortogonal P sobre el subespacio
Cq, ¢ = q1 con ||q||]2 = 1, viene dado por P = qq*.
El proyector ortogonal P sobre el subespacio Ca generado por un vector no nulo cualquie-

*

: . : aa ,
ra a € C™ (i.e., ||al|z no necesariamente es 1) viene dado por P = —, que ciertamente
a*a

es una formula maravillosa.

(f) Sea {ai,as,...,a,} un conjunto cualquiera de vectores linealmente independientes de
C™ n <m. Sea S| = <a1, as, . .. ,an> el subespacio de C™ generado por los vectores 1.i.
ap. Sea A = [al‘ag‘ o }an] € M(m x n,C). Entonces el proyector ortogonal P sobre el

subespacio S; viene dado por P = A(A*A)~1A*.
4. [1, p. 168, Theor. 4.25] Sean P, P, proyectores. Demuestre:
P:=P + P, esproyector < P P,=PP =0. (13)

Entonces P es el proyector sobre Range(P) = Range(P;) @ Range(P,) a lo largo de Null(P) =

5. [1, p. 169, Theor. 4.26] Sean P;, P, proyectores. Demuestre:
P.=PPF es proyector & PP =DF5P. (14)

Entonces P es el proyector sobre Range(P) = Range(P;) NRange(P) a lo largo de Null(P) =
Null(P;) & Null(2).

6. [1, p. 170, Theor. 4.27] Sean Py, P, proyectores. Demuestre:
P=P - P es proyector & PP=PFPP =F. (15)

Entonces P es el proyector sobre Range(P) = Range(P;) NRange(P,) a lo largo de Null(P) =
Null(P}) & Null(P).

7. [8, p. 47, exc. 6.2] Sea F' € M(m x m,C) la matriz que “invierte” las componentes de
los vectores x € C™, i.e., transforma el vector (xy,...,x,,)* en el vector (z,,,...,z1)". Sea
E = % (I, + F). Trefethen dice que E es la matriz que “extrae la parte par” de los vectores
x € C™. Why? ;Es E un proyector?, ;oblicuo?, jortogonal?, ;cudles son sus coeficientes?

8. [8, p. 47, exc. 6.3] Sea A € M(m x n,C) con m > n. Demuestre que A*A es no singular
si y solo si A tiene rango completo.
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9. [8,p. 47, exc. 6.4, and p. 55, exc. 7.1] Considere las matrices A =

_ o =
S = O
S
I
_ o =
O =N

Responda, s.c.P.L.P.:

(a) {Cuadles son los proyectores ortogonales Py ) sobre Range(A) y Range(B), respectiva-
mente, y cuéles son las imdgenes del vector (1,2,3)* bajo Py Q7

(b) Determine s.c.P.L.P. factorizaciones QR reducidas y completas para Ay B.

10. [8, p. 47, exc. 6.5] Sea P € M(m x m,C) un proyector. Demuestre que ||P||s > 1, con
igualdad si y sélo si P es un proyector ortogonal.

11. [2, §2.6.1, p. 75] PROYECCIONES RELACIONADAS CON LA SVD. Hay varias proyecciones
ortogonales asociadas con la descomposicién de valor singular. Supéngase que A = UXVT €
M(m xn,R) es la SVD de Ay que r = rank(A). Considérese las siguientes particiones de U
y V:

U=[v, U]. V=V V] (16)

Entonces se tiene:
V,VI' = proyeccién ortogonal sobre  Null(A)* = Range(A”),
V, VT = proyeccién ortogonal sobre  Null(A),
U,.U" = proyeccién ortogonal sobre Range(A) ,
U,U" = proyeccién ortogonal sobre  Range(A)* = Null(AT) .
Demuestre estas proposiciones.

12. [2, Probl. 2.6.1, p. 79] Demuestre que si P es un proyector ortogonal, entonces Q = I —2P
es (una matriz) ortogonal.

13. [2, Probl. 2.6.2, p. 79] ;Qué puede Ud. decir acerca de los valores singulares de una
proyeccién ortogonal?

3. FACTORIZACION QR

1. [8, p. 55, exc. 7.2] Sea A una matriz tal que sus columnas impares son ortogonales a sus
columnas pares. En una factorizacién reducida QR de A, A = QR, jqué estructura especial
tiene R?

2. [8, p. 55, exc. 7.3] Sea A € M(m xm,C) y a; su j-ésima columna. Demuestre algebraica-

mente (hay otras demostraciones analiticas) la desigualdad de Hadamard |det A] < [ |la;l|2 -
j=1

Dé una interpretacién geométrica de este resultado con base en el hecho que el determinante

es igual al volumen de un cierto paralelepipedo (ya no hay misterio, le dije todo, jpero cual

paralelepipedo?).

3. [8, p. b5, exc. 7.4] Sean a,b € R? y ¢,d € R? dos pares de vectores no nulos L.i. Considere
los planos E = (a,b) C R® F = (c,d) C R3 generados por los pares de vectores a,b y ¢, d,
respectivamente. Desarrolle un método que permita hallar un vector no nulo v € ENE C R?
mediante el calculo de las factorizaciones QR de tres matrices de 3 x 2 apropiadas.
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4. Mads sobre el algoritmo QR. Del Algebra Lineal se sabe que, dada una matriz A =
laij, ., » » = m, hay una matriz @ = [g;] ., con columnas ortonormales, y una matriz
triangular superior R = [ry] . tales que A = QR. Si m = n, es decir si la matriz A es
cuadrada, entonces @) es unitaria (i.e., @*Q = I,, en el caso complejo, o bien ortogonal, es
decir, QT Q = I,,, en el caso real); si ademds A es no singular, entonces R puede ser elegida
de modo que todos los coeficientes de su diagonal son positivos y, en este caso, los factores
() v R son tunicos. Ademas, cuando A es una matriz real, () y R pueden ser tomadas como
matrices reales.

Para ilustrar el método consideremos una matriz de Hessenberg H, i.e., H es una matriz en
la cual los coeficientes que estan en el tridngulo por encima (respectivamente, por debajo)
de la diagonal principal son nulos exceptuando los elementos de la diagonal adyacente a la
diagonal principal. Por ejemplo:

1 1/2 1/3 1/4 1 1/2 0 0
1/2 1/3 1/4 1/5 o |12 13 14 0

0 1/4 1/5 1/6| ° L= 11/3 1/4 1/5 1/6] °
0 0 1/6 1/7 1/4 1/5 1/6 1)7

son matrices de Hessenberg. Hy; es una matriz de Hessenberg superior y Hy es una matriz de
Hessenberg inferior.

Hy =

(a) Demuestre que una matriz cuadrada A puede ser reducida a una matriz de Hessenberg
mediante eliminacion Gaussiana y transformaciones de similitud.

Supongamos ahora que podemos factorizar nuestra matriz de Hessenberg H en la forma
H = QR, donde Q es ortogonal y R una matriz triangular superior. Observe que Q' = Q7.
Luego, podemos escribir Q7 H = R, lo que significa que hemos podido reducir H a una matriz
triangular (superior) mediante sucesivas rotaciones. Definamos H® = RQ = QTHQ.

(b) Se observa que H® también es una matriz de Hessenberg y tiene los mismos valores
propios que H®M = H. Demuestre estas afirmaciones.

Por consiguiente, el proceso puede repetirse para generar H**Y a partir de H*®), k € N. Es
necesario advertir aqui que la convergencia de este algoritmo es un problema relativamente
complicado pero, bajo hipdtesis apropiadas, los elementos de la diagonal se aproximan a los
valores propios mientras que los elementos del triangulo inferior se aproximan a cero. El
algoritmo Q)R queda descrito, entonces por:

k) Q(k)TH(k)Q(k) , keN, H® = matriz inicial .

El problema se reduce entonces a construir la matriz Q*) cuando H®) = [hg?)hxn, es una
matriz de Hessenberg superior. Evidentemente, sélo debemos preocuparnos de los elementos
WY i=1,2, . n—1.
(c) Cada uno de los coeficientes hEﬁ’M puede hacerse cero aplicando una rotacién de la forma:
_1 -
1
Sgk)T _ cos ¢ sing
t —sing cos ¢ ’

1

1
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donde el cos ¢ superior izquierdo ocupa el lugar (7,1), el cos ¢ inferior derecho el lugar (i +
1,04 1), y el dangulo ¢ se elige de modo que tg¢ = hii1,;/hi; 0, lo que es lo mismo, se
hace sin ¢ = ch;41,, cos = ch;;, y se elige ¢ de modo que la suma de los cuadrados sea 1.
Demuestre esta afirmacién (c).

T
El producto de las matrices SZ-(k) constituye la matriz Q(k)T buscada:

QW =W " W gkt
Evidentemente, el mismo argumento se aplica a cualquier etapa k.

(d) Programe el algoritmo QR en MATLAB y aplique su programa para obtener los valores
propios de las matrices

1 1/2 1/3 1/4 411 1
o |12 s a1 o |ran
U710 1/4 1/5 1/6] ° =10 1 41
0 0 1/6 1/7 0014
5. Sea w = €™/™ con i?> = —1 y n € N fijo. Considere la matriz de Vandermonde F =

n=2 [wkt] —0:(n—1) € M(n xn,C). Verifique que la matriz F' es simétrica (jes Hermitiana?)

y que satisface F~! = F = F* y F* = I. Encuentre la factorizacién QR de la matriz F.

6. Sea A€ M(nxn,C)y QR la factorizacién QR de A. Obtenga las factorizaciones QR de
los factores @ y R de A.

4. ORTOGONALIZACION DE GRAM-SCHMIDT

1. [8, p. 62, exc. 8.1] Sea A € M(m x n,C). Determine el niimero exacto de sumas, restas
multiplicaciones y divisiones de punto flotante involucradas en el calculo de la factorizacion
A = QR mediante el algoritmo 8.1 de [8].

2. [8, p. 62, exc. 8.2] Desarrolle una funcién [Q,R]=mgs(A) en MATLAB que compute una
factorizacion QR reducida A = QR de una matriz A € M(m x nC) con m > n mediante
el método de ortogonalizacién modificado de Gram-Schmidt. Las variables de salida deben
ser, por supuesto, una matriz @) € M(m x nC) con columnas ortonormales, y una matriz
triangular superior R € M (nxn C). No olvide considerar el caso en que el algoritmo de Gram-
Schmidt pudiera interrumpirse (momentédneamente) antes de procesar todas las columnas de
la matriz A.

3. El algoritmo de ortogonalizacion de Gram-Schmidt y la factorizacion QQR. Considere una
matriz invertible M de 3 x 3 (para simplificar) cuyas columnas denotaremos por a, b, y c,
respectivamente. Evidentemente, los vectores a, b, y ¢, son linealmente independientes (;Por
qué?).
A partir de los vectores a, b, y ¢, queremos construir tres vectores ortogonales entre si A, B,
y C, que expandan o desplieguen el mismo espacio vectorial que los vectores originales a, b,
y C.
Partimos definiendo (de manera arbitraria) A := a. El vector B se define como b menos su
proyecciéon a lo largo del vector A, i.e.:
T
A'b A

B=b- .
ATA

(a) Verifique que A y B son ortogonales.
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El vector C se define como ¢ menos su proyeccion en el subespacio vectorial desplegado por
los vectores A y B, i.e.:

ATc BTc
ATA B”B
(b) Verifique que los vectores A, B, y C son mutuamente ortogonales.

C=c— B.

Es claro que este procedimiento se puede extender a cualquier conjunto finito de vectores
linealmente independientes o, equivalentemente, a matrices invertibles de cualquier dimen-
sién finita. Este algoritmo se conoce con el nombre de método de ortogonalizacion de Gram-
Schmidt.

Normalizando los vectores A, B, C obtenemos los vectores:
a =A/||All, a=B/|B][, a3=C/|[C],
que podemos considerar como los vectores-columna de una matriz ().

(c) {Es ortogonal la matriz @) ? (;Como se definen las matrices ortogonales?).

Puesto que los vectores a, b, y ¢, son combinaciones lineales de los vectores qi, qs, v qs (¥
vice versa), existe una matriz R tal que A = QR.

(d) Verifique que R es una matriz triangular superior dada por
qia qib qjc
0 ab qjc
0 0 dic
(e) Escriba un programa para MATLAB que permita calcular la factorizacién QR de una
matriz invertible A de cualquier dimensién finita.

(f) Estudie la generalizacién de la factorizacién QR de cualquier matriz A de m X n con n
columnas linealmente independientes. Escriba el programa MATLAB corrrespondiente.

4. EL ALGORITMO DE GRAM-SCHMIDT. Objetivo: Factorizar una matriz A = [aias| ... |a,] €
M(m x n,C), n < m (factorizacién QR reducida), en la forma A = @QR, donde @) =

[a1l2] - |lgn] € M(m x n,C) es una matriz con columnas ortonormales y R = [r;;] €
M(n x n,C) es una matriz triangular superior:

1 Ti2 T3 ... Tin
Tog To23 ... Top
[ar]aslas| . . . |an] = [a1]aalgs| - - - |4n] 33 . Tin
rnn
= {7”11611 T12q1 + T22G2(T13G1 + T23G2 + 723G3| - - - [T1nG1 + - + Thndn
De aqui resulta:
a; =711 +7roqs + - -+ 11951 + 75,54 j=1:n, (17)

de donde se obtiene inmediatamente:
ri = [laa Q= ay/T1,
y, en seguida, usando la ortonormalidad de las columnas g;, resulta para j = 2 : n:
j—1

ry=qiay (i=1:=1),  v=a;=> mga,  r=lvl, g =v/r;.
k=0
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Estos resultados se pueden resumir en el siguiente algoritmo:

Algorithm 1 Gram-Schmidt Clasico

for 7 =1tondo
v; = a; = j-ésima columna de la matriz A
fort=1toj—1do
Tij = q;a;
Vj = V5 — Tijq;
end for L2
rii = (vjv;)
G = v;/7i;
end for

Tarea: Determine la complejidad del algoritmo clasico de Gram-Schmidt.
De (17) se observa que:

(a1,ag,...,a-1,a5) C{q1,92; - --,q-1,q) Jj=1:n.

Si los ag, k =1 : 7, son li., entonces evidentemente se tiene la igualdad. Si, en cambio, se
tiene que los aj son l.i. solamente para k =1:j—1, y que los ag, k =1 : j son l.d., entonces:

<a17a27~~~>aj—1aaj> - <Q1>QZ>---an—l> . (18)

En este caso no habria problemas para calcular los coeficientes 7;;, ¢ = 1 : j — 1, pero se
obtendria r;; = 0, lo que impediria calcular ¢;. En tal caso se podria definir, en principio, g¢;
como cualquier vector de C™ ortonormal a (g1, ¢o, . . ., ¢j—1). Pero entonces podria ocurrir que
¢; € (a1,a9,...,a,_1,a,), lo que en iteraciones subsecuentes conducirfa a nuevos coeficientes
rrr = 0, lo que pudiere ser indeseable. Por esta razon, cuando ocurre (18) es preferible definir
g; como cualquier vector unitario ortogonal a (a1, as, . .., an_1,a,). Es claro que esta situacién
ocurre precisamente cuando la matriz inicial A no es de rango completo.

Tarea: Construya ejemplos donde ocurra el fenémeno discutido en las lineas precedentes.
Modifique convenientemente el algoritmo clasico de Gram-Schmidt de modo que pueda operar
adecuadamente en la situacion descrita.

El algoritmo de Gram-Schmidt clasico es inestable numéricamente en el sentido que es muy
sensible a los efectos de los errores de redondeo. De consiguiente es necesario modificarlo; para
hacerlo, expresaremos el algoritmo en términos de proyectores. Primeramente constatemos
que:

ruq = ap =: Pia;, donde P, =1,
T99(o = A9 — T12¢; = proyeccion ortogonal de as sobre (ql)l =: Psa,,

T33q3 = a3 — r'13¢1 — T'23¢2 = proyeccién ortogonal de ag sobre (g, qg)l =: Psaz,

g3 = An — T1nq1 — *°° — T'n—1,nqn-1
— proyeccién ortogonal de a,, sobre {qi, ..., qn_1)" =: Pha, .
Como se sabe (del capitulo relativo a proyectores), el proyector ortogonal sobre (qi, ..., q;_1)

viene dado por:
@j_lé;_l € M(m xm,C), donde @j_l = [q1| o \qj_l] € M(m xn,C),
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de modo que el proyector ortogonal P; sobre (g1, ..., q,—1)" viene dado por:
P=1-0Q;1Q; 4 € M(mxm,C).
Tarea: Verifique estas afirmaciones. Demuestre:
rank(Q;_1Q%_;) = dim{qy, ..., q_1) =j — 1,
rank(P;) = rank(I — Q;1Q’_,) = dim{q1,...,q;1)" =m —j+ 1.
Tarea: Demuestre que el proyector ortogonal P; se puede escribir en la forma:

Pj = P<q )L = qu'llqu';2 .. Pq;qul .

15--qn—1

Usando estos proyectores el algoritmo clasico de Gram-Schmidt genera la siguiente sucesién
de vectores v;:

'Ul:P1a1:ICL1:CL1,

Vo = Pq% as ,

V3 = Pq;qulag,

Vg4 = qu_Pqé_qu_CM,

VUp = qu_ .. .ququlLan s

n—1

Examinando la sucesion de céalculos precedentes se observa que las sucesivas operaciones se
pueden organizar del siguiente modo:

V1 < ap

Vg <Ay Vs Hquua

V3 <—das (%} <—Pq1L’Ug Vs <—Pq2LU3

Vyq < Qy V4 <—qu_’U4 V4 <—Pq§_1)4 V4 <—Pq3¢v4

Uy, <Ay, Up, <—Pq1¢vn Up, <—Pq2u)n Up, <—Pq3u}n B Pq#lvn

donde el orden de la operaciones es top-down y left-right. Se constata en la practica que
este algoritmo es estable. Recurriendo nuevamente a un pseudo-lenguaje de programacion, el
algoritmo de Gram-Schmidt modificado queda:

Algorithm 2 Gram-Schmidt Modificado

fori=1ton do
v; = a; = i-ésima columna de la matriz A
end for
fori=1ton do
Tii = (U?Ui)1/2
q; = Ui/rii
for j =i+ 1tondo
Tij = q;v;
Vj = V5 — Tiz4;
end for
end for
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Tarea: Determine la complejidad del algoritmo modificado de Gram-Schmidst.

Tarea: Modifique convenientemente el algoritmo modificado de Gram-Schmidt de modo que
pueda manejar los casos en que hay coeficientes diagonales nulos.

5. EL ALCORITMO DE GRAM-SCHMIDT (MODIFICADO) COMO UNA ORTOGONALIZACION
TRIANGULAR. Sea A = [al ‘ag‘ e }an] € M(mxn,C), m > n, una matriz de rango completo.
Es facil ver que el algoritmo de Gram-Schmidt modificado puede describirse mediante una
sucesién de transformaciones matriciales:

[ |03 [o8”] - [0?] — [anazlas| .- fan]
[ql}vél)‘vén‘ o }Ugl)} — [v%o)‘véo)‘véo)} . ‘vﬁbo)] Ry,

[ql‘qg‘vém‘ o }vﬁf)} — [ql‘vél)‘vél)‘ o }vg)} Ry,

R Y B [ e 1 B A i 1w PO 20

(@] Jan) = [@r] - |gna [0l V] R

Las matrices R; € M(n x n,C) son matrices de la forma:

1
1 _rgn _Tin
R; = N rig | =1+ 2,
— 1 -

donde I € M(n x n,C) es la matriz identidad y Z; € M(n x n,C) es una matriz cuyos
coeficientes zi(,jc) son todos nulos excepto los de la fila j a partir de la columna j:

0, st(i#J) vV (=37 N k<j),
Zz(ljf): —1+1/T]j, SIZ:j:]{Z,
_Tj,k/rjju SI’L:j A\ ]{7>]

Notar que 7;; # 0 para todo j = 1 : n pues A es de rango maximal. Evidentemente, det(R;) =
1/rj; # 0, de modo que las matrices R; son invertibles. Se les denomina matrices de Frobenius.

(a) Calcule Rj_l.

Al concluir el algoritmo de Gram-Schmidt modificado se tiene:

[Q1‘Q2‘Q3‘ ce }qn} = [al}aQ}ag} Ce ‘an} R1R2 Ce Rn . (19)
De (19) se deduce:
lal‘ag‘ag‘ . }anl = [ql}q2}q3} . \anR;l e R;lRfi (20)
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(b) Determine R en términos de los coeficientes rl.(]z) de las matrices R;. Demuestre que R es
una matriz triangular superior de tal modo que (20) representa la factorizacién QR reducida

@ﬁ de la matriz A.

6. Extienda los algoritmos clasico y modificado de Gram-Schmidt a las siguientes situaciones:
(a) Matrices A € M(m x n,C) con m < n.
(b) Matrices A € M(oo x n,C).

7. [7,82.4, p. 28] Polinomios de Jacobi. Obtenga (unos cuantos de) los polinomios de Jacobi
P,ga’ﬁ)(:)s), a,f > -1, n € Ny, =1 < x < 1, aplicando el método de ortonormalizacion de
Gram-Schmidt a los polinomios ax(r) := 2*, k € Ny, sobre el intervalo [—1, 1], con respecto
al producto interno:

(f,9): / Fl@)glz) (1 —2)* 1+ z)’ d, a,f>—1.

(a) Analiticamente (i.e., s.c.P.L.P.).
(b) Computacionalmente. Para el cdlculo de las integrales use una regla de Simpson apropiada.

Casos particulares de los polinomios de Jacobi Pi*” )(1’) son:
(i) los polinomios de Legendre P,(x) = Pr(LO’O)(x),
(ii) los polinomios ultraesféricos S¥ (x) = P (z),

11
(iii) los polinomios de Chebyshev de primera especie T, (x) = P 2)(x) = cos(narccos ),
sin((n + 1) arccos x)

11
(iv) los polinomios de Chebyshev de seqgunda especie U, (x) = P,Em)(x) = :
sin(arc cos z)

También obtenga (unos cuantos de) estos polinomios y demuestre las formulas indicadas para
los polinomios de Chebyshev.

8. [7, §2.4, p. 28] Polinomios de Laguerre. Obtenga los polinomios de Laguerre L (x),
a > —1,n € Ny, z > 0, aplicando el método de ortonormalizacion de Gram-Schmidt a los
polinomios ay(x) := z*, k € Ny, sobre el intervalo [0, 0], con respecto al producto interno:

(f.9): / flz) rdr, a>-1.

a) Analiticamente (i.e., s.c.P.L.P.)
b) Computacionalmente Para el calculo de las integrales use una regla de Simpson apropiada.

(7, §2.4, p. 28] Polinomios de I’Hermite. Obtenga los polinomios de I'Hermite H,(x),
€ Ny, z € R, aplicando el método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt a los polinomios
ar(z) := 2%, k € Ny, sobre R, con respecto al producto interno:

(f,9) = /_OO f@)g(z)e ™ do.

(a) Analiticamente (i.e., s.c.P.L.P.).
(b) Computacionalmente. Para el cdlculo de las integrales use una regla de Simpson apropiada.

(
(
9.

5. TRIANGULARIZACION DE HOUSEHOLDER

1. [3, p. 271, exc. 6.3.6] Sea P = I — 2ww® € M(n x n,R), w € R™. Demuestre:
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(i) P es simétrica y ortogonal si y sélo si ww! = 1.

(ii) Si ww” =1, entonces Pw = —w.

(iii) Si uTw = 0, entonces Pu = 0.

Interprete geométricamente los resultados precedentes en dos y tres dimensiones, como refle-
xiones con respecto a planos apropiados.

2. [8, p. 76, exc. 10.1], [3, p. 271, exc. 6.3.7] Obtenga los valores y vectores propios, deter-
minantes y valores singulares de los reflector de Householder.

Mas generalmente, jqué puede Ud. decir acerca de los valores y vectores propios, determinan-
tes y valores singulares de las matrices de la forma I + uv” para vectores dados u,v € R”.

3. [8, p. 76, exc. 10.2] (a) Escriba una funcién de MATLAB [W,R]=house(A) que compute
una representacion implicita de una factorizacién QR total A = QR de una matriz A €
M(m x n,C), con m > n, usando reflexiones de Householder. Las variables de salida deben
ser: i) una matriz triangular inferior W' € M (m x n, C) cuyas columnas son los vectores vy que
definen las sucesivas reflexiones de Householder, y ii) una matriz triangular R € M (n x n, C).
(b) Escriba una funcién de MATLAB Q=formQ(W) que toma como entrada la matriz W
producida por house y genera la correspondiente matriz ortogonal @ € M(m x m,C).

147 4 47
4. [8, p. 76, exc. 10.3] Sea Z = [2 5 8 2 2| . Compute la factorizacion QR reducida
3 6 7 3 2

mediante: (a) s.c.P.L.P.,

(b) la rutina de Gram-Schmidt mgs que Ud. desarroll6 en el capitulo dedicado a la ortogona-
lizacion de Gram-Schmidt.

(c) las rutinas de Householder [W,R]=house(A) y Q=formQ(W) del ejercicio (3),

(d) el comando [Q,R]=qr(Z,0) de MATLAB.

Compare los tres ultimos procedimientos y comente las diferencias que observe.

5. [8, p. 76, exc. 10.4] Considere las matrices ortogonales de 2 x 2:

[— cos 0 sin@] g [cos@ sin@]

sinf cosf —sinf cos®

(a) Observe (i.e., jdemuestre!) que F' es un reflector (jcon respecto a qué plano?) con det ' =
—1, i.e., corresponde al caso especial de un reflector de Householder en dimensién 2.
(b) Observe (i.e., demuestre!) que J es una rotacién (jcon respecto a qué eje?) con det J = 1.
Una tal matriz se denomina rotacion de Givens.
(c) Describa exactamente qué efectos geométricos tiene la multiplicaciéon por F'y J por la
izquierda en el plano R2. Ciertamente J rota el plano en un angulo de @ radianes, pero la
rotacién es “contra-reloj” o a “favor-de-reloj” (antes de la era digital, por supuesto).
(d) Como el lector sabe, el algoritmo de factorizacion QR mediante reflectores de Householder
es el siguiente:
fork=1ton

xr = Ak:m,k

v, = sgn(zy) ||z|[2e1 + 2, donde e; =[1,0,...,0]7 € CmF*!

v = v/ o2

Ak:m,k:n = Ak:m,k:n - 2Uk (UZ Ak:m,k:n)
Demuestre que la complejidad de este algoritmos es del orden de 2mn? — %n?’ “flops”.
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(e) Disenie un algoritmo de factorizacion QR andlogo al precedente pero con base en unas
rotaciones de Givens en lugar de reflexiones de Householder.

(f) Demuestre que su algoritmo requiere seis “flops” por celda en lugar de cuatro, de modo
que la cantidad asintética de operaciones es 50 % mayor que la determinada en (d).

(g) Programe en MATLAB todos los algoritmos mencionados en este ejercicio, Verifique su
correcta operacion.

6. [4, p. 77, exc. 4.] Demuestre que todo vector z € R™ de largo Euclideano r = (272)/2
puede ser transformado en cualquier otro vector y € R™ de largo 7, y # x, mediante una
transformacién de Householder. Estudie también el caso en que z,y € C™.

7. [4, p. 78, exc. 5.] Obtencion a la forma de Hessenberg mediante la transformacon de
Householer. El método de Householder para calcular valores propios de A € M(n x n,R),
como el método de Givens, primeramente reduce A a la forma de Hessenberg superior (o a la
forma tridiagonal en el caso simétrico). Demuestre constructivamente que una matriz de la
forma:

EXEEREER * |

00 % ... % %% *
A=lhon=1000 . xxx . xf con “ij—o{w:1:k§n,

000...0x*ix... %

000...00

(000 ... 00i%... x]

con 0’s debajo de la celda (j + 1) de la columna j, 7 = 1 : k, puede ser transformada en una
matriz de la misma forma, ahora con j = 1: (k+1), por medio de una sola transformacion de
similitud real ortogonal usando una transformacién de Householder. Concluya, entonces, que
toda matriz A € M(n x n,R) se puede reducir a la forma de Hessenberg superior mediante
una sucesién de (n — 2) similitudes de Householder y que, del mismo modo, una matriz
A € M(n x n,R) simétrica se puede reducir a la forma tridiagonal.

Hint: Para la (k + 1)-ésima columna elija una transformacion de Householder U € M ((n —
k—1) x (n—k—1),R) que transforma las (n — k — 1) celdas por debajo de la diagonal en

un miltiplo apropiado de [1,0,...,0]T € R" "1 Después, aplique a la matriz completa la
transformacion de similitud determinada por la matriz ortogonal [0 8] € M(nxn,R)y

verifique que el patrén de ceros deseado se mantiene.

8. [5, p. 175, exc. 12] Demuestre que el método de Householder reduce toda matriz real

antisimétrica A (i.e., A = —AT) a una matriz real antisimétrica tridiagonal. Examine la
evolucion numérica de este algoritmo al aplicarlo a la matriz circulante:
0 1 1 0 -1 —17
-1 0 1 1 0 -1
-1 -1 0 1 1 O
¢= 0o -1 -1 0 1 1
1 0 -1 -1 0 1
11 0 -1 -1 0]
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